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En esta memoria abordamos dos problemas de ecuaciones en derivadas parciales no 
lineales originados en la teoría de plasmas de fusión termonuclear controlada mediante 
confinamiento magnético y en la teoría de la filtración en medios porosos. Se abordan, 
I~rincipalmente, la existencia de soluciones para el primer modelo y la unicidad para el 
segundo. Eu ambos casos se requieren técnicas propias de EDPs no lineales y resultados 
de teoría de la medida tales como los’relacionados con el reordenamiento decreciente y 
relativo y con la teoría de funciones de variación acotada. 
El desarrollo de ambos temas obedece a unas etapas similares. Comenzamos con 
una introducción en la cual se describe el modelo, su motivación física, se plantea el 
problema matemático y se presentan los resultados pricipales, contrastandolos con otros 
trabajos ya publicados. En segundo lugar se presentan algunos resultados ya clásicos 
en la literatura adaptandolos a nuestra situación particular. No obstante, algunos de 
los resultados que se muestran en las secciones sobre.“resultados técnicos preliminares”, 
han sido motivados por el problema concreto que se pretende estudiar, siendo alguno de 
ellos de carabter general. La última de las etapas consiste en desarrollar y obtener los 
objetivos propuestos para cada problema. Cada capítulo se cierra con una bibliografía. 
La primera parte de esta memoria se dedica a un modelo originado en la física 
de plasmas de fusión nuclear. Se mencionan las posibles configuraciones de máquinas 
utilizadas para la fusión termonuclear controlada mediante confinamiento magn&tico. 
Un primer tipo se refiere a las máquinas Tokamaks, para la cual es abundante la bib- 
liografía que se ocupa ,de su estudio tanto desde uu punto de vista físico (Miyamoto 
[Mi87]), como matemático (Teman1 [T78], M ossino [M82], Blum [BlSS]), etE. El se- 
gundo tipo de configuración lo determina las máquinas de tipo Stellarators, de estudio 
reciente (véase Díaz [D92], Padial [P92], Díaz-Rakotoson [DR93, DR94], sin olvidar la 
clásica referencia de Hender. y Carreras [WC%]). El objeto de este primer capítulo, es 
el estudio de la existencia de soluciones del problema inducido por una configuración 
de tipo Stellarator con condicción de corriente no nula en el interior de la región que 
encierra cada superficie magnética. Tras obtener unas propiedades cualitativas de las 
soluciones del problema planteado, se pasa a estudiar la unicidad de soluciones, esta vez 
para el caso de corriente nula. Planteamos el problema que se aborda en este primer 
i 
ii Introducción. 3 
capítulo: 
Sea R ~~1 abierto acotado de frontera regular en 17?. Dado F, > 0, a,b E L’(0) 
siendo n > 0, b > 0 en 0, se trata de encontrar dos funciones, u definida de R eI1 B y 
F : B + R2f tales que 
-AU = aF(u) + F(u)F’(u) + bp’(u) ‘en R 
(P) zL - 7 E fG(fi2) 
/ ,u,t,IF(u)F’(u) + bp’(u)ldz = j(t, II,“+ Jl~yn)) c.p.t t E [izf u, s:pu] 
siendo habitual tomar p(t) := i(t+)‘, con X > 0; para la presión y j E C’ represeutaudo 
la corriente’que circula en la región que envuelve cada superficie magnética (cantidad 
que viene dada por la integral que aparece arriba). Llamando V(n) := {w E H’(0) : 
Av E L”(R), vlan 5 0} obtenemos el siguiente resultado de existencia. 
Teorema 1.1. Sca inf laI > 0 y y 5 0. E TL onces t miste A > 0 tal que si X 11 b IIp(<~) 
+q < A, eziste (u, F) con u E V(0) y F E W’+‘(]’ f 1110 u, supo u[) solución de (P). 
Además med{z E Cl : VIL(Z) = 0) = 0 y F queda unávocamentc determinada por u. 
Inspirados en [D92, DR93, DR94],, gracias a la noción de reordenamiento relativo y 
la condición dada por la familia de integrales que aparece en la definición de (P), se 
formula un nuevo problema (PS) de naturaleza no local donde se elimina la incógnita F, 
al quedar determinado por u (siempre bajo condiciones adicionales). El nuevo problema 
(P*) es el de encontrar U, tal que 
-Au = ab,(x) + p’(u(z))[b(z) - b,,(lu > u(z 
P*) +jI(~+*(~),~+*(o))îL;*(l21 > 4~)I) en 0 
u-ye H;(R) 
siendo 
con U, ieordenamiento decreciente de U, b., reordenamiento relativo de b con respecto 
de u y ji := g. Antes de abordar el teorema de existencia de soluciones de (P*) se 
dan condiciones para que toda,solución u de (P.) genere una solución (u, F) de (P). 
A continuación se resuelve (P*). La dificultad que aparece al estudiar este problema, 
radica en que, en un principio, no se puede controlar la derivada de u+. respecto de s. 
Para evitar’esta dificultad;para cada E > 0 fijo, se eligen las funciones de truncatura 
k(r) = &z> Fc(Q = +q. Se considera el nuevo problema 
-Auf = aF,(z,u’, b,,.) +p’(u’(s))[b(z) - b,,.(ju’ > u’(z)j] 
P*4 +.i:(u;(,), “;* (o)M~;*‘W > uL(z) en 0 









F,(z,v, b,,) := F; - 2 
[ J 




+2 f;,(=) ~I(~+*(.~),~+*(O))h,(~;*(s))ds 1 + 
Por último, se encuentra solución a los problemas (P*<) mediante un métodó de tipo 
I 
Galerkin. Las estimaciones a priori y los rwultados que garantizan las buenas conver- 
gencias para las sucesiones (u;,), (u>*)’ y (JI,,<) nos permiten obtener una soluci(>n de 
(‘F’*), y por la equivalencia entre (‘P) y (‘P.) (b a’o a J d ecuadas condiciones), se obtiene la 
1 
existencia de solución de (P). 
Tras mostrar algunas propiedades cualitativas de la región ocupada por el plasma, 
tratamos la unicidad de soluciones para el problema (P) en el supuesto j = 0. Utilizando 
I 
una técnica empleada ya por Puel en [Pu77], se obtiene el siguiente resultado: 
Teorema 6.1. Sea (u,F) una solución de (P) con j = 0 y f := F. Supongamos J-f 
Lipschitz sobre B y X > 0 tal que 
1 para alguna constante C positiva y X < X2 siendo AZ el segundo autovalor del problema 
i 
-Aw = Xc(z)w en R 
1 UJ =o en m 
y c(z) = 6jlbllLmcn,a(r) + b(z) + ‘5 con 6 = &, A? = ~~Iu)I~s(~) y ¿? constytc sólo 
I dependiente de F,>, X, IlbllLmcn> J I la constante de’ Poincaré de R. Entonces, u es la única solución del problema 
1 1 
-Au = af(u) + f(u)f’(u) +p’(u)b.en R 
u - y E If; n w’(n) 1 5 p < +03 
con naed{z E Cl : -Tu(s) = 0} = 0. 
1 Uua lectura detenida del teorema anterior, muestra que si (u, F) y (v, F) sm dos soluciones de (P), entonces u = v. cor otra parte, al probar la equivalencia entreJE) y 
1 
(F’*) se obtiene que si (u, F) y (u, F) son dos soluciones de (P), entonces F 7 F. Sio 
embargo queda abierto,4 problema de si existen o no (u, F), (II, F) con u # v 3: F # F 
soluciones de (P), de ahí el hablar de unicidad parcial. 
I 
A tenor del trabajo realizado, se abren nuevas lineas de trabajo tales como la inl- 
plementación numérica del método de Galerkin utilizado, la unicidad parcial si j # 0 e 
incluso la unicidad entendida en su sentido m’ás general. 
I La segunda parte de esta memoria estudia el problema de Caucby - Dirichlet aso- 
ciado a la ewación parabólica cuasilineal 




obtenida inicialmente a partir de la ecuación de continuidad (conservación de la masa) 
y ley de Darcy no lineal de un fluido incompresible que fluye en un medio poroso. 
El resultado principal concierne a la comparación de soluciones cuando la derivada 
temporal de b(u) es meramente-una medida de Radon acotada. También se muestra, 
mediante un proceso de regularización parabólica, la existencia de soluciones verificando 
tal propiedad. 
El problema queda definido en los siguientes términos: 
Sea R un abierto acotado de EN coo frontera regular XI y 2’ E E?. Por Q 
denotamos el dominio parabólico 10, T[ xR c IRN+’ y por C := 10, T[ x¿3R. 
(~onsidekunos el problema 
- - divd(Vu - k(b(u))e)~(z, u) = f(t, z) en Q u(t,Z) = 0 en c 
u(O,z) = Q(Z) en R. 
donde qS([) := I[IP-‘< VE E lRN, .e E RN vector unitario, 6 es continua no decreciente y 
k , 9, f y uo verifican hipótesis adicionales. 
La primera cuestión que nos planteamos es la de estudiar la unicidad de soluciones 
de este problema coll, el especial interés en el caso p # 2. Díaz y de Thelin prueban 
en [DT94], para este mismo problema, un resultado de comparación y dependencia 
continua de la solución respecto de los datos, con la hipótesis fundamental ?g E L’(Q). 
Inspirados en Vol’pert y Hudjae; [V67, VHu69] y más recientemente en los trabajos 
de Jingxue [J89] - [JSLb] nuestro objetivo es, relajar la hipótesis F E L’(R). En 
esta memoria, F será una medida de Radon acotada en Q, clase de funciones que 
denotaremos por BK(Q) (:= {w E BK(Q) si w  E Li,,(Q) y la derivada temporal eu 
sentido de distribuciones es una medida de Radon acotada sobre Q}). GXI tan solo esta 
regularidad y la hipótesis adicional de que el conjunto de puntos donde u deja de sel 
aproximadamente continua tiene medida de Hausdorff N-dimensional cero, obtenemos 
el resultado de comparación donde la hipótesis fundamental ahora es 
b = X,b, + Xzb2 
siendo 6;’ y bu locahknte lipschticianas satisfaciendo X1 y Xz hipótesis adicionales. 
Nótese que X1 = 0 fue tratado en [DT94] y que el Craso de intrés actual es pues X1 # 0. 
La función k es continua, tal que k-6 es Holder continua de exponente y 2 i si 1 i p 5 2 
y. 7 > i si, p > 2. Sobre 9 se supone la condición de monotonía o Lipschitcianidad de 
d-’ s(a) -g(a) 2 -C*@(a) - b(a)) P ara alguna constante C* positiva. 
Se introduce primero la noción de solución débil del problema siguiendo [AL831 
(Definición 1.1 del Capítulo II) para a continuación dar la noción de solución BV: ,Cc 
dirá que u E LP(O,T;W,‘FP(R)) n L-(n) es tma solución BV del problema (E) si FS 


































‘Teorema 3.1 Supongamos k y g verificando las condiciones anteriormente citadas, 
b = X1bl+Xzb2 con b;’ y bl Lipschitr continuas en [-M, M] con contantes de Lipschitz 
Ll y Lz respectivamente, y u, y u2 soluciones BV de (&) para datos (uo,, f,) y (uo2, Jz) 
y tomando aalores en [-M, M]. Supongamos también que el conjunto de p+os de 
discontinuidad aproximada de uI y u2 tiene medida de Havsdorff N-dimelLsiona1 cero. 
Entonces,’ para cada t ~10, T[ se tiene que 
/ ,[b(y (6 z)) -b(uz(t, s))l+dz í eC’* u R [b(u(t, z)) - ò(m(t,z))l++  
+ Lf Ji eC’s[.fi(~, z) - fi(s, z)l+dzds} 
A partir de este resultado se obtiene la dependencia continua y la unicidad de la 
solución. Utilizando el mismo tipo de técnicas, Gagneux y Madaune-Tort [GM92a, 
GM92b], Benilan y Gariepy [BG93a] estudian la unicidad de soluciones en la clase 
BV(O,T; L’(R)), aunque siempre para el operador de Laplace. Recientemente, medi- 
ante técnicas relacionadas con soluciones de tipo Kruskov (diferentes a las aquí desar- 
rolladas), inspiradas en Carrillo [C86], Gagneux y M a aune-Tort prueban la +cidad d, 
en [GM94] exigiendo menos regularidad a la función k.b: en [GM94] se pide b Hölder 
continua con 1>-’ continuamente derivable y k,b sólo necesita ser una función Continua. 
No obstante la aplicabilidad de esta técnica para el caso p # 2 (i..e., para el operador 
p-Laplaciano) no es clara y por otra parte la regularidad obtenida en esta memoria es 
de interés en si misma. 
Una vez concluido el estudio de la unicidad mediante un proceso de regul&ización 
parabólica se obtiene la existencia de soluciones BV del problema (I) 
Teorema 4.1 Sean b, k, g, f, y uO como antes. Supongamos además que J E Lm(Q)n 
BVt(Q) y uo E L”(R) n W,“‘(0) tal que qS(Vuo - k(b(uo))e) E (BV(fl))N. Entonces 
ezistc una función u, solución BV de (&). Además u E C([O, T]; Ll(R)). 
Inspirados en Jingxue [J92a] y en Díaz, de Thelin [DT94], mostramos la exi&encia 
de una solución ?V de (E), ya que para aplicar el Teorema de comparacióli, necesi- 
tamos verificar que el conjunto de puntos de discontinuidad aproximada de î~ tiene 
medida Hausdorff N-dimensional nula. Para conseguir ésto, se necesitan hip&sis más 
restrictivas sobre k.b: la Lipschitz continuidad si 1 < p < 2 y el caracter afín si p > 2. 
El estudio aquí realizado nos da un criterio para tener unicidad del problema (&) 
que modeliza la filtración de un fluido en un medio poroso. Sin embargo, como ejemplo, 
se muestra, la aplicación de este resultado a otros modelos tales como el de obstáculo. 
Como en el capítulo anterior, se sigue la misma estructura eil el desarrollo del tema. 
Primero una introducción donde se define el modelo y sus motivaciones físicas. En 
segundo lugar, se dedica una sección a presentar los resultados técnicos que poste- 
riormente se utilizarán. Por último en sucesivas secciones se exponen los resultados 
principales, en este caso el de la unicidad y existencia de soluciones. 
vi Introducción. 
Sefialaremos, como una última observación, que en el caso de N = 1, es posible 
mostrar que toda solución BV de (&) verifica que el conjunto de puntos de discontinuidad 
aproximada mide cero respecto a la medida de Hausdorff l-dimensional. Para ello se 
utiliza el Teorema de Sard y la caracterización de estos conjuntos de discontinuidades 

















































Un problema elíptico de frontera 
libre originado en plasmas de fusión. 
En este capítulo se presenta un estudio del problema elíptim 
-Au = G(u) + F(u)F’(u) + bp’(u) 
11-y E H;(n) 
en R I 
Este problen~a, surge del modelo de plasmas de fusión en Stellarators con condi<ión 
de ,corriente no nula. La ecuación se obtiene a partir de las ecuaciones de la 
(MHD) mediante un determinado cambio de coordenadas (coordenadas Booier) 
y promediando en una determinada variable. 
Previa presentación de algunos resultados técnicos, se establece el resultado 
principal de este capítulo concerniente ala existencia de soluciones, para lo cuaJ se 
utiliza un método de tipo Galerkin aplicado a un nuevo problema de caracter’ no 
local qtie involucra el reordenamiento decreciente de u y relativo de b respecto de 
v. La existencia de dicho problema no local implica la existencia de solución del 
problema de partida bajo determinadas hipótesis. Finalizamos con un result&do 
referente a la unicidad de soluciones. 
1 Introducción. Descripción del problema. 
Uno de los problemas más importantes eu fusión termonuclear controlada, es la 
detección de las condiciones bajo las cuales un plasma puede ser confiliado mediante 
un campo magnético sin que éste toque las paredes del reactor o cámara de fusión. Las 
ecuaciones que gobiernan el equilibrio de un plasma (supuesto.un fluido ideal a escala 
macroscópica) en presencia de un campo magnético son, de un lado las ecuaciones de 
Maxwell (MI-ID) y de otro la ecuación de equilibrio para el plasma entendido como un 
fluido ideal. 
Las ecuaciones de Maxwell se expresan en la forma 
3 
J 
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V7.B = divB=O (1.1) 
V. x B = rotB = ~0. J (1.2) 
donde B = B(z) E E?? es el campo magnético, J = .7(s) E IR3 es la densidad de 
corriente eléctrica y ~0 es el coeficiente de permeabilidad magnética que supondremos 
constante (~0 = 1). 
La ecuación de equilibrio para el plasma se obtiene cuando las fuerzas debidas a la 
presión son iguales a las fuerzas magnéticas, es decir, 
Vp=JxB (1.3) 
donde p = p(x) E R es la presión del plasma eu el punto z, Vp representa la densidad 
de fuerza debida a la presión y J x B la densidad de fuerza electromagnética. Las 
anteriores ecuaciones tienen lugar sobre la región f12, c RR3 ocupada por el plasma. 
De la ecuación (1.3), podemos deducir que 
B.Vp = 0 (1.4) 
J.Vp = 0. (1.5) 
Por tauto, en un plasma en equilibrio confinado magnéticamente, las líneas de campo y 
las líneas de corriente, descansan sobre superficies isobaras (de igual valor de presiones, 
i.e., p =constante). Estas superficies generadas por las líneas de campo, son llamadas 
superficies magnéticas. Supondremos, tal y co~tio es usual, que esta familia de superficies 
permanecen anidadas en superficies toroidales y que quedan vendrán determinadas por 
la condición (1.4) (véase Kruskal - Kulsrud [KK158]). 
Para llegar a una formulación adecuada, Gxesitamos dar unas condiciones de coll- 
torno. Al sistema (1.1) (1.2) (1.3) se le pueden asociar dos tipos de condiciones: una, 
suponiendo que la región ocupada por el plasma CQ es conocida y que 80, es un CCX~- 
ductor perfecto (n B = 0 en c)a,, con TZ normal exterior a XZ,). Otra, más realista, 
supoue el plasma aislado de las paredes perfectamente conductoras por una cámara de 
vacío. Aparece así iX$, como una nueva incógnita del problema, quedando el sistema 
planteado en términos de un problema de frontera libre. Por definición, la superficie 
¿X& es una superficie de presión constante, por lo que ha de verificarse 
n.B=O en tq,. (1.6) 
(Se justifica gracias a (1.3) y por ser Vp normal a an,). P ara~nuestro estudio considr- 
ramos la segunda posibilidad que es el caso más realista (véase [D92]). 
Al no conocer la frontera aC& debemos dar información complementaria que nos 
permita formular el problema de manera consistente. Para ello distinguimos una región 




































1. Introducción. Descripción del problema. 
/ 
5 
llamada “chara de vacio”) y ~na región interior ocupada por el plasma 0, c ,n (des- 
conocida) con frontera L?a2, que no toca las paredes 8R. Existirá también un& región 
de vacío Cl,, = n - fip que aisla el plasma (zona de vacío). El problema es hallar una 
~1 : S2 + R, B, .7 : 0. + L’? y una región fl, C 0. de borde d$ tales que verifiquen 
(l.l), (1.2), (1.3) en wp. Para ello contamos con que (1.1) y (1.2) se cumplen en Q, 
para J = 0 (la densidad de corriente es nula en la región de vacio) lo que nos brrmite 
plantear el problema en los siguientes términos: 
Hallar p : Cl -f R, B, J : Cl + 8X3 tal que I 
en Cl siendo 
Vp = JxB 1 (1.7) 
D.B = 0 I (1.8) 
VxB = poJ (1.9) 
De la primera ecuación 
fl, = {CE E i-2 : J(z) = 0). 1 (1.10) 
vp = 0. en fl,. / (1.11) - 
Por tanto, p es constante en la región de vacío n, y la función “presión” está definida 
salvo una constante. Eligiendo dicha constante de forma que sobre el borde de la zona 
ocupada por el plasma p se anule, tendríamos así definida la frontera libre X$. C!omo 
hipótesis de contorno, se pide 
n.B=O sobre GYl. / (1.12) 
Sin embargo, aún es necesaria una condición más, que va a expresar la cantidad total 
de corriente que circula en el plasma. Esta es una condición integral (como ya veremos) 
que depende del tipo de “máquina” en cuestión: 1 
Para Tokamaks la cantidad de corriente es una constante positiva; y eI1 el 
caso de Stellarators la corriente que circula en el interior que envuelve cada 
superficie magnética es nula. 
Avanzando en el estudio de la modelización, es necesario considerar /a “geo- 
metría” que el campo magnético genera. Cuando el campo magnético posee algún tipo 
de simetría, es posible obtener con mayor fäcilidad las superficies magnéticas. Aquí 
mostraremos dos posibles comportamientos (para más inforniación, véase Miyamoto 
[Mi87]). El primero se refiere a cuando el campo magnético es invariante bajo rptaciones 
en torno a algún eje de simetría. Se dice entonces que el campo presenta una sime:trz’n 
nzinl: es el caso del Tokamak. El segundo caso, es cuando las líneas de campo se envuel- 
ven “casi” lwlicoidalmente en torno a una línea que denominaremos rje nwgn+co. Con 
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la palabra “casi” queremos expresar que el radio de la hipotética hélice, no permanece 
constante. Este es el caso de los Stellarators. 
En ambos casos el objetivo será llegar a un tipo de ecuación denominada de Grad- 
Shafranov (1960). En el primero, la simetría axial permite reducirnos a un problema 
bidimensional con facilidad, lo que favorece su estudio. Sin embargo la complejidad 
de forma del Stellarator impide llegar a este tipo de ecuación de manera directa. Se 
necesitará de un nuevo sistema de referencia (coordenadas Boozer) y admitir ciertos 
órdenes de magnitud de las componentes dela.métrica para poder transformar el prob- 
lema tridimensional de partida en un problema bidimensional, promediando eu una 
determinada dirección, Además de la dificultad propia de la geometría del problema, 
una vez planteada en ambos casos la ecuación de tipo Grad-Shafranm se introduce un 
hecho propio de cada caso: en máquinas Tokamak, la corriente total que circula por el 
plasma es un dato conocido I > 0; mientras que en el caso de máquinas Stellarators, 
en un marco ideal, se tiene que la cantidad de corriente que circula por el interior que 
encierra cada superficie magnética es nula. Sin embargo, motivado principalmente por 
los estudios sobre estabilidad de la configuración de equilibrio (véase [CSl]), es de iu- 
terés analizar el caso de Stellarators con una corriente no nula circulando en la regi6n 
que envuelve cada superficie magnética. En particular, dicha corriente es conocida a 
priori y es una función j dependiente de cada nivel. En todos los casos, la condición 
requerida sobre la corriente que circula por el plasma se impone mediante una condición 
integral (véase (1.19) ‘para Tokamak, (1.42) y (1.43) para Stellarator). 
En los apartados de esta sec+n, nos proponemos mostrar brevemente el modelo y 
algunos resultados matemáticos para el 
caso de plasmas de fusión con simetría axial: Tokamak (Subsección 1.1). Con más 
detalle, desarrollaremos como se obtiene la formulación del problema bidimensioual 
para el caso de Stellarators, tanto con condición de corriente nula, propia de 1x1 marco 
ideal, o supuesto que aparecen corrientes conocidas circulando en el interior que cada 
superficie magnética limita, Subseción 1.2. Por último, estableceremos el problema 
objeto de estudio en esta memoria, Subseción 1.3, asi como el plan de trabajo que 
hemos desarrollado en las secciones siguientes, adelantando también los resultados más 
relevantes. 
1.1 Plasmas de fusión con simetría axial: Tokamaks. 
En el sistema de coordenadas cilíndrico (r, ‘p, z) la hipótesis de simetria axial se traduce 
en suponer que el campo B es independiente del ángulo toroidal ~p. Si denotamos pal 
$ la superficie magnética, entonces se satisface la ecuación 
B.V$=O (1.13) 
(las líneas de campo se envuelven en las superficies magnéticas dadas por $ = cte). Si 
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que el sistema es iudepeudiente de I+CJ, entonces las ecuaciones (1.8) y (1.13) ie puede 
escribir como 
Consecuentemente podemos tomar 
1 (1.14) 
La relación Vp B = 0 deducida de la ecuación de equilibrio (1,7) puede ser expresada 
cou ayuda de (1.14) mediante 
-gg+g=o. 
I 
De acuerdo con esto, p es una función sólo de $ (e.d. p = p(4)). 
F’rocedieudo de igual modo para Vp .7 = 0 y pOJ = V x B, podemos escribir 
dP a(rB,) + 2 a(r&) = (). -- 
ar az az ar ’ 
y así, TB,+, es funcióu de T/, (e.d. TB, = f(G)). 
Introduciendo estos cálculos en (1.7) cou J = $V x B, obtenemos 
0 equivalentemente 
eu la región ocupada por el plasma siendo L un operador lineal dado por 






Este operador es uniformemente elíptico cuaudo el coeficiente de couductividad es 
positivo (~0 > 0). Conviene sellalar que el término de la derecha de (1,;s) es la. 
compoueute toroidal de la densidad de corriente que circula en el plasma. 
A la ecuación (1.15) se le llama eczlaci& de Gd-Shafranov. Esta ecuación tiene 
lugar para,todo (r, z) E 0, cou flP = $llR y R sección poloidal de 0,. Hemos ;reducido 
de esta forma el problema tridimensional a uu problema bidimeusioual. ! 
Sobre las condiciones de contorno, exigimos que 7~ B = 0 (1.12) que junto a (1.15) 
nos lleva a que 
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COll 7x = (n,, TL,) normal exterior a Xl. Lo anterior es equivalente a pedir que 
w  o -= 
d?- 
en m 
con & derivada en la direción tangente a LKL Por tanto la condición de contorno será 
*=r en dR (1.17) 
y y constante desconocida “a priori”. 
Justificamos anteriormente que p y f son funciones arbitrarias de $, además sucede 
que no pueden ser determinadas a partir de las ecuaciones de la MHD. Sin embargo, 
en la región ocupada por el plasma $, se ha comprobado experimentalmente una “ley 
constitutiva” o “ley de estado”. Para la presión p es usual tomar 
(1.18) 
con X > 0 (véase [T78]). 
En este modelo, desarrollado para máquinas Tokamak, la corriente total I, que 
circula en el plasma es conocida y puede ser expresada mediante la integral 
(1.19) 
El p’roblema que se plantea es; por tanto, el de encontrar una función $ (flojo 
poloidal) solución del problema elíptico (1.15), con condición de contorno (1.17) y ver- 
ificando (1.19). En principio la ecuación (1.15) só o 1 es válida en la región ocupada por 
el plasma. Sin embargo, pedimos que (1.15) se verifique en todo 0. Esto es fácilmente 
implicado si 1> = 0 = f en !I,(:=región de vacío ) situación que se tiene gracias a las 
hipótesis sobre p y f y el hecho de J = 0 en R, o equivalentemente II, 5 0 en S¿,,. 
Problemas similares a éste han sid estudiados por varios autores, por ejemplo Temam 
en [T78] y Mossino en [M82] y también [MT]. Requiere especial meución,la labor re- 
alizada por Blum eil [B189], dotide ha desarrollado un estudio detallado del problema, 
presentando resultados de existencia y regularidad así como códigos numéricos. 
En particular, en [T77, T78], [M82] y [MT], se expresa el problema (1.15), (1.17) y 
(1.19) en coordenadas cartesianas además hacer la simI.‘lificación L := A (operador de 
Laplace) y f E 0 obteniendose el problema elíptico no lineal de frontera libre 
-A$+XG(G) = 0 en R (1.20) 
11, = .Y sobre XI (1.21) 
J ,gde = I,>O (1.22) 
con r = X2, frontera de R; y constante desconocida “a priori”, $ E H,‘(R) denotando 
por HJ(f2) := {u E H’(R) : u = constante sobre IY}. La última ecuación se justifica 








































1. Introducción. Descripción del problema. 9 
En [T77] se supone G(u) = o+ := mnz{O, g} y se obtieue la existencia de soluciones 
del problenla (1.20), (1.21) y (1.22) como punto crítico del funcional de energía 
Utilizaudo técnicas de reordenamiento, en [M82] se obtienen algunas estimaciones a 
priori y propiedades culitativas sobre la región ocupada por el plasma. Otros supuestos 
sobre la función G pueden encontrarse en [T78, M82). 
1.2 Formulación del problema bidimensional en el caso de. Stel- 
larators. 
Sr estudia aquí el caso de Stellarators, cuya geometría carece de simetría akial. Eu 
este caso, para obtener la ecuación de equilibrio tipo Grad-Shafranov, se desarrolla una 
nueva técnica. Primero se sigue un proceso mediante el cual se consigue una reducción 
de las ecuaciones de equilibrio de la magnetohidrodinámica (MHD) (1.7), (1.g) y (1.9) 
a ecuaciones que expresan el equilibrio para las cantidades promediadas y rápidamente 
oscilantes en el sentido toroidal. Para facilitar esto se introducen órdenes de magnitud 
para las distintas variables, sujetas a consideraciones físicas. De esta forma será obtenida 
una ecuación tipo Grad-Shafranov. Conseguimos asi que el problema pase a depender 
únicamente de dos variables p y 0 y de cantidades’ promediadas. Sin embargo, todo 
este procedimiento requiere la elección de un apropiado sistema de coordenadas: las 
coordenadas de flujo en el vacio (coordenadas Boozer). 
1.2.1 Coordenadas de flujo en el vacío. Coordenadas Boozer. 
Con el fin de determinar las componentes de B conviene sustituir el sistema standar 
de coordeuadas cilíndricas (“buenas” cuando existía simetría axial) por otro n$s apropi- 
ado a la geometría Stellarator: las coordenadas de flujo en el vacío (Boozer [B80, B82]). 
Se parte del campo magnético B, creado en el vacío en ausencia de plasma. Las 
ecuaciones de partida son de nuevo las del sistema MHD (1.7), (1.8) y (1.9), qpero cou 
J,, E 0. Observamos que en general, de (1.7) se deduce que B y .7 son ortogonales a 
Vp (ver (L4) y (1.5)) y por tanto las líneas de campo y de corriente están sumergidas 
eu superficies isobaras. Aliadimos que en ausencia de plasma, las líneas de campo 
B ,, permanecen anidadas en superficies toroidales [KKl58] a las que denotaremos por 
p =cte. Son las llamadas superficies magnéticas o superficies de pujo y vienen dadas 
por la ecuación 
B,.Vp=O. 1 (1.24) 
I 
I 
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La superficie correspondiente a p = 0 representa el eje magnético (p hace el papel de ,t/j 
en el caso.de que hubiese simetría axial -ver la ecuación (1.13).). 
Con estas hipótesis (las ecuaciones de equilibrio MHD y la topología toroidal del 
campo magnético (1.24)) existe un sistema de coordenadas bajo el cual el campo 
magnético en el vacío puede ser representado en ,su forma contravariante como 
B, = B,pVp x V(Il - ~0) (1.25) 
y en su forma covariante como 
B, = F,Vd (1.26) 
donde L(P) es la llamada transformada rotacional en el vaczó y F, es una constante 
positiva. La función p puede ser entendida corno una coordenada radial, q5 como una 
coordenada toroidal que cada 2~ se envuelve en un toro para una apropiada eleccih 
de F,. Finalmente, 0 se generaliza corno un ángulo poloidal que cada 2~ se cierra en 
srutido poloidal. Esto genera un sistema de coordenadas “toroidal” (p, (pfl), 4) cuyo 
.lacobiano es 
D = [Vp x V(pB)] .oqb = g. (1.27) 
Con esta elección del sistema de coordenadas evitamos posibles singularidades en el 
tensor de la métrica g del cambio de coordenadas. Al mismo tiempo, mantenemos la 
propiedad de que las líneas de campo de B, en su forma contravariante (1.25) vienen 
dadas por rectas en el plano (Q,c$) (ix. p = cte. y 0 = ~4 + cte.) y eu su ~forma 
covariante (1.26) se mantiene lo anterior además de darse la misma propiedad para las 
perpendiculares a las líneas de campo sobre las superficies magnéticas (ix. las líneas 
de Vp x B son dadas por p = cte. y 4 = -$J’+ cte. ). Este tipo de coordenadas 
deducidas a partir del campo en el vacío, son también conocidas como coordenadas 
Boozer [BN, B82]. Un desarrollo más amplio puede encontrarse en [S91, D92]. 
El siguiente paso consiste en tomar promedios respecto del la componente d, (r;I- 
pidamente oscilante) en las ecuaciones (1.7), (1.8), (1.9) y considerar los órdenes de 
magnitud de los elementos de la métrica y determinar así las ecuaciones de equilibrio, 
obteniendo de esta forma un porblema bidimensional. 
1.2.2 Promedios y órdenes de magnitud. 
Debido a la geometría peculiar de los Stellarators, una gran parte de las funciones que 
aparecen en las secciones anteriores son funciones periódicas en C$ (por la estructura 
toroida]) +sí como de MC#J donde M es el número de simetrías parciales (fields periods). 
Parece razonable reescribir las cantidades anteriores en términos de su parte promediada 
(a la que notaremos por (.)) y rápidamente oscilantes en 4 (la notaremos por 7 ); es 
decir, si A es una función de p, B y 4, se puede escribir como 
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donde 
En general, A es una función periódica de Mq$, con M suficientemente grande. 
En virtud de la descomposición del campo magnético en el vacío B, en su forma 
contravariante (1.25) y covariante (1.26) y la expresión del jacobiano !I (dada en (1.27)) 
SC tiene <,U” 
B,P = 0 , 
B,” = &pD y 
By = B$Jl. 
Examinando estas ecuaciones, parece natural que la descomposición del campo ma&tico 
sea 
!c=(;)+(;) 
donde i = p, 8, 4 y B es el campo magnético en presencia de plasma. Las hi~htesis de 
lrdenes de magnitud SOO (leyes constitutivas) 
1 
donde se ha supuesto que /3 - E.. 
Para las componentes “rápidamente oscilantes ” sucede que en el sistema de coor- 
denadas de Rujo en el vacío, los órdenes de magnitud de las componentes 
introducidos por los órdenes de los elementos de la métrica. Asumimos que 
(1.28) 
donde se asume la relación E - 6’ y que el número de periódos M - E-’ Estos órdenes, 
junto con las hipótesis de que el desplazamiento toroidal es dominante sobre el poloidal 






Otras consideraciones físicas justifican estos resultados (véase [HC84]). Hay que 
destacar que estos órdenes son básicamente los dados por Cheene-Johnson [CrJGl], sin 
embargo el trabajar con el sistema de coordeliadas de flujo en el vacío tiene importantes 
ventajas frente al sistema de coordenadas fijas dado por C:reeIle-.Johnson. 
Una vez estudiados estos órdenes de magnitud, ya es posible obtener una ecuacih 
tipo Gd-Shafrmov al promediar las ecuaciones de equilibrio. Aquí mostraremos esa- 
cialmente algunos resultados que por su interés son necesarios para caracterizh algunas 
de los componentes de la ecuación obtenida (para más detalles véase [HC84, ‘D92]): 
1 
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1. Las componentes en 0 y 4 de la relación (1.7) en su término relevante al tomar 
promedios conducen a 
(1.29) 
De (1.8), despreciando los términos oscilantes en d, se obtiene que (V B) = 0 
y por tanto 
lo que gracias a la caracterización de campos conservativos garantiza la existencia 
de una función u (que sólo depende de p y 6’) a la que Ilamamos flujo poloidnl 
promediado, definida por 
(1.30) 
Las ecuaciones (1.29) y (1.30) muestran que (B+,) es sólo función de u es drcil 
con F desconocida “a priori” 
2. Por (1.7) es B Vp = 0; al tomar promedios eu la componente toroidal, y usar 
adecuadame~~te los órdenes de magnitud, también (B) V(p) = 0 y por tanto (p) 
es función sólo de u, es decir, 
(P) = P(U). 
Con lo obtenido en los puntos 1 y 2, la caracterización de las compolient:s de la 
métrica y otras ecuaciones que aquí no mostramos (véase [D92], [HC84]) llegarnos a la 
ecuación tipo Grad-Shafranov 
La ecuación (1.31) se ha obtenido promediando las ecuaciones (1.7) y (1.9) que se 
verifican en la región ocupada por el plasma. Como B y B, difieren “poco” sobre fi,,, 
ii 
d 










podemos suponer que la región del plasma 52, está contenida en la región limitada por 
una superficie magnética del campo B,, p = 4, siendo Rp > 0. Tomamos ahora 
con R > R, Por tanto 
n”={(P,Q,d) fl,<P<fu 
En el proceso de promedios, esos conjuntos se @msforman en los dominios bidimen- 
sionales 
fl = {(P,Q) 0 5 P < R) 
0, = Ihe) 0 < P < Etp} 
fL = ib,@) 4 < P < RI 
Si denominamos por L el operador 
siendo 
y consideramos que la ecuación (1.31) se verifica sobre la región &,, y que también se 
tiene el sistema de ecuaciones (1.7), (1.8), (1.9) b 1 so re a re lón de vacío R, con tan solo g‘ 
tomar p E 0 y .7 E 0, llegamos al sistema 
-LU = “(PT WY~) + F(4& + b(P, 0)$(u) en 0, (1.34) 
-LL = 4P,W” en R” (1.35) 
dado que en la región de vacío (B+) = F, = F(u(P, B)), una constante conocida. Eu las 
anteriores fórmulas se ha utilizado la siguiente notación: 
a(p,e) := fg g (P24P)) + & (P47%7~“))] ’ (1.36) 
Para el desarrollo posterior necesitamos suponer la condición de signo 
40) > 0 si p > 0 y e E [0,2x] (1.38) 
I 
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mientras que 
b(P, 4 > 0 si p > 0 y 0 E [0,2?r] (1.39) 
se deduce directamente de (1.37) y de la expresión (1.27) para el jacobiano L>: 
= F:(h) > 0. 
Estas condiciones junto a los ordenes de mágnitud supuestos para las componentes de la 
mktrica, nos permiten probar que el operador L es un operador uniformemente elíptico 
(en [D92] y [P92] se dan dos demostraciones diferentes de este hecho). 
En cuanto a la condición de contorno, como se hizo en el caso del Tokamak, se debe 
exigir (1.12), lo que al tomar promedios y considerar (1.4) conduce a 
(B).n=O en an 
con IZ = (TL,,, no) vector normal unitarior exterior a 8R. De la defmicióu de u en (1 .:Kl) 
concluimos que 
1 du au 
--nO - --no = 0 
pae. ap en iXI., 
y por tanto 
lo que se justifica gracias a la identidad &(p,fl) = ig(p,B). En la igualdad anterior, 
7 representa el vector unitario tandente a 8R. Concluimos de este modo que u es 
constante en 82. Ad emás, por (1.6) se tiene (de forma análoga) que u es tambibn 
constante sobre X&,. 
Como u está definida módulo una constante aditiva, podemos suponer 
u=o en XI, (1.40) 
Y 
u = y const. en 80. (1.41) 
Ahora se puede suponer conocida (ve& [DR94]. 
(Jomo.si~cedía en el caso de campos con’simetría axial, las funciones p(u) y F(u) 
no pueden ser determinadas con sólo las ecuaciones de la magIietohidrodinámica. Aqní 
volvemos a elegir p según la ley constitutiva (1.18). ( :OII respecto a la función F(~L), 
también desconocida en un principio, varios argumentos conducen a determinarla de 
manera unívoca. Una condición adicional que resulta útil es el hecho de que en Stel- 
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ser nula como consecuencia de ¡a disposición de las bobinas exteriores. Dado que la 
densidad de corriente viene dada por 
la condición anterior se expresa mediante la familia de integrales 
para todo valor c E [infn u, supn u]. 
No obstante otro modelo, más realista, consiste en admitir que en la región interior 
a las superficies magnéticas la corriente que por ella circula es una función del nivel, es 
decir, se verifica la igualdad 
para una función j conocida [C91]. 
Términamos esta sección introductoria con el siguiente párrafo, donde se establece el 
problema objeto de estudio en este capítulo así el anuncio de los principales resultados. 
1.3 
conlo 
Un modelo con condición de corriente no nula para Stel- 
larator: el problema (P). 
ya hemos visto, el confinamiento magnético de un plasma en uu Stellarator 
puede ser modelado a partir de las ecuaciones de la magnetohidrodinámica. Mediante 
el cambio de coordenadas Boozer y con la ayuda del método de promedios se llega a 
una ecuación bidimensional de tipo Grad-Shafranov que relaciona la función de flujo 
poloidal promediado u y la coordenada covariante del campo magnético F. Recogiendo 
de los apartados anteriores, las principales caracteristicas que nos definen el modelo 
presentado, podemos establecer el problema en su formulación en términos de frontera 
libre: 
Sea i2 = {(p, 6’) : 0 < p < R, 0 E (0,27r)} Se define ¿?R = r,q U rp UrO siendo Ra = 
u~,e) : 0 E ww, rp = w4 or ww : P E ow} Y ro = uo,4 : 0 E ww. 
Dados F, > 0 (viene de (1.26)), a, b E L”(a) con i&f /nI > 0, G > 0 (véae (1.38) y 
(1.39)) y y E K, se trata de encontrar 
u:fl+Ei Y F:lR-tP 
tal que u E lV~~-(fi) n W~~P(i2), p 2 1 (por Li$+‘(fl) y W~~p(fi) se designan los 
correspondientes espacios de Sobolev con peso, véase [DR94]) y F E W'*m] ihf u, sup u[, 
i-2 
F(.s) = F,, para todo s < 0 y (u, F) verificando 
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- Lu = a(p, B)F(u) + F(u)F’(u) + b(p, 0)$(u) en Cl (1.44) 
yrR = Y; 4~> 0) = U(P, 2~) para P E (0, R) (1.45) 
siendo -L el operador elíptico de segundo orden dado por la ecuación (1.32). Es 
habitual tomar p(s) = $(s+)’ donde s+ = max{s,O},s E IR y X > 0. Además, a las 
condiciones (1.44) y (1.45), en un marco ideal típico de Stellarator, es necesario anadir 
la condición que expresa que la corriente que circula en la región interior limitada poi 
cada superficie mágnética es nula. Dicha condición viene explicitada por la familia de 
condiciones integrales (1.42), es decir, 
/ { 78 >t,[FW”(~) + bb,W(p, e)]pdpde = o V t E [ihf î~, sup ~1 (1.46) n 
El problema (1.44), (1.45), (1.46) y a a sido tratado por Díaz-Raltotoson. Primero en h 
[DR93], donde consideran la simplificación L = A ( 1 p e o erador de Laplace) y como 
dominio, un abierto acotado y de frontera regular de U?*. Por último en [DR94], se 
estudia directamente el problema (1.44), (1.45) y (1.46) en su formulación original, es 
decir, manteniendo el operador elíptico .fT y en las componentes (p, 8). Esto requiere 
trabajar en el márco funcional de los espacios de Sobolev con peso. 
Respecto a la condición (1.46), en la práctica, no es en general satisfecha. Algunas 
corrientes (de fácil medida) aparecen en el interior de las regiones limitadas por las 
superficies magnéticas {(p, 0) E 0 : u(p, 0) = t}. Algunos estudios sobre la estabilidad 
del equilibrio, para el caso de una configuración~ en cuya formulación se ha fijado la 
frontera libre, han considerado ya este hecho. En particular, Cooper et al en [C91] 
introducen una corriente dada mediante la expresión 
J(s) = J(1)(4? - 3.54) (1.47) 
donde 2?rJ(l) es la corriente total encerrada por la superficie magnética correspondiente 
al parámetro s (i.e.,, {(~,B)~E fi,: ~(p, 8) = .s}). En [C91], también se asume la siguiente 
ley constitutiva para la presión: 
P(s) = P(O)(l - 3s* + 2s3) (1.48) 
Conviene señalar que en esta formulación el eje mágnetico corresponde al valor de s = 0 
y para s = 1 se obtiene la frontera libre. Como objetivo inmediato nos planteamos el 
reemplazar la familia de igualdades (1.46) p or a nueva condición que expresa la existen 1 
cia de corrientes en las regiones limitadas por Jas superficies magnéticas, describiendo de 
esta forma una configuración para el confinamiento magnético, de plasmas en Stellara- 
tors conocida en la lituratura como “current carrying Stellarators”. Para reemplazai 
(1.46) por la nueva condición, necesitamos “traducir” las hipótesis (1.47) y (1.48) eu 
términos de la formulación aquí utilizada, donde la frontera de la región del plasma se 









































se supone que se alcanza sólo en un punto). Así, introducimos ei siguiente cambio de 
variable. que relaciona IIu+IILmcfiI, con u verificando (1.44) y (1.45), 
s := (1- ,,;+,;~~,,,) v t E ,i&f.,s,.] (1.49) 
/ 
Se obtiene que I 
{s = 0) s {u+ = IIu+IILwcfi)} (E el eje magnético ) ~ 
{s= 1) = d{u+ =O} (S la frontera libre ) 
1 
Adetnás, si fijamos una función de corriente J(s) (como por ejemplo (1.47)), mediante 
el cambio de variable dado en (1.49), bt 0 memos una nueva expresión para la función 
de corriente 
J(s) = At, II”+IIp(n>) 
en t&minos de la nueva variable t E [inf u, sup u] y llu+ I(Lm(n). Análogamente, se tiene 
fi n 
que F’(s) = p(l, IIu+II~~Q,). En~todo lo que sigue, supondremos que las funciones j y 
p satisfacen las siguientes condiciones: 
j E C(R x R+,),j(u, u) = 0 para todo g 2 0 
j,: E C(R+ X Et+), 1) := sup {ji(t,o) : (t, u) E R x 1R+} < +m 1 
: (1.50) 
Aquí, y en lo sucesivo adoptaremos la siguiente notación: jl denota la derivada de j con 
respecto de la primera componente (i.e., ji := g). Sobre la función p, supondremos 
que p(t, u) E p(t) siendo p E Cl(R) tal que 
P(0) = 0,o 5 p’(t) I At,, y (p’(t) - p’(s)l.I Llt - SI” ~ (1.51) 
para algún X > 0, L > 0 y N ~]0,1]. En particular, nótese que p(t) = i(t+)” satisface 
todas las condiciones pedidas. Por último, la nueva condición para el modelo con 
condición de corriente no nula, viene dada por la siguiente familia de igualdades 
(1.5“) 
El objetivo que ahora nos proponemos es el de encontrar un par (u, F) solución 
del problema (1.44), (1.45) y (1.52). No obstante, supondremos por simplicidad que 
L. = A y que R es un abierto acotado de frontera regular de lR2, donde se considera el 
sistema de coordenadas cartesiano. Tales hipótesis no conllevali una pérdida de inter& 
por el estudio del problema resultante, ya que la dificultad intrínseca al problema de 
partida se hereda en el nuevo supuesto y a su vez favorece la claridad en la exposición, 
dejando entrever las técnicas empleadas. La técnica de los espacios con peso utilizada 
en [DR94], es un buen camino a seguir para la resolución del problema (1.44), (1.45) y 
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(1.52) en su formulación original. Nuestro principal objetivo es probar la existencia de 
un par (u, F) solución del siguiente problema, al que nos referiremos por (z>), quedando 
definido por las relaciones 
-Au = UF(~) + F(u)F’(u) + bp’(u) en R (1.53) 
u-ye H;(n) (1.54) 
J 
,,c>t,vY4F’w + bp’(u)ldz = j(t, II~+lhn>) c.p.t. t E [i;fu,supu] (1.55) 
R 
Antes de exponer los resultados principales, introducimos el siguiente cono convexo, 
V(n) = {u E H’(R) : Au E L”(R),ysn < 0) 
Teorema 1.1 Supongamos que i;f /aI > 0 y y 5 0. Entonces existe A > 0 tal que si 
Este resultado también muestra la existencia de soluciones para el caso de Strllarator 
ideales, es decir, cuando j = 0. Basta cambiar la condición (1.55) por 
/ ( u >,[F(u)F’(u) + W(u)]ds = 0 c.p.t. t E [i;f u, s:pu] (1.56) 
Inspirados en [QR93] y [DR94] se reformulará el problema (P) en términos de un 
nuevo problema (‘P,) de naturaleza no local, donde se elimina la incógnita F, ‘la cual 
viene dada a’ partir de una expresión que relaciona la función u, su reordeuamirnto 
decreciente y el relativo de b con respecto a u. Sin embargo, la no regularidad de 
la derivada del reordexuniento decreciente dificulta la resolución del problema (7’*). 
Para evitar esta dificultad se introduce una familia de problemas (P.<). Mediante 1x1 
método de tipo Galerkin (de interés para la implementación numérica) encontraremos 
una solución para el problema (PqC). P or último, gracias a los resultados de regularidad 
sobre la derivada del reordenamiento decreciente (véase el Lema 2.9) obtendremos una. 
solución de (P.) mediante paso al límite cuando E -+ 0. No obstante, de esta forma 
sólo obtendríamos existencia de soluciones del problema (P.), y no del problema (7) 
de partida. Por ello, se mostrará en la Sección 3, que bajo condicipnes adicionales 
toda solución del problema (P*) es a su vez solución de (P) y viceversa (Teorema 3.1). 
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Iíltimo, basándonos en una t&nica desarrollada por Puel en [Pu77], se obtiene un resul- 
tado al que denominamos de unicidad parcial de sohciones de (P) en el caso particular 
de que j E 0. No abordamos la unicidad de soluciones de (‘P) en el sentido más general: 
(u,F) y (C,F) son dos soluciones de (P), entonces necesariamente F = FJ u = Ci. 
En nuestro caso mostramos que si (u, F) y (v, F) son dos soluciones de (‘P), entonces 
necesariamente u = v). 
2 Resultados técnicos preli’&nares. 
En esta sec.ción se recuerdan algunas nociones y resultados ya clásicos en la literatura: 
la Fórmula de coárea de Federer, la Fórmula de Fleming-Rishel, las nociones de reorde- 
namiento decreciente y relativo, asi como algunas de sus propiedades necesarias, para el 
desarrollo posterior. No obstante, el último párrafo de esta sección (la Subsecc/ón 2.2) 
está reservado a establecer las propiedades más relevantes. Aúnque en general muchas 
de ellas tienen un marcado matiz puramente técnico, son sin embargo motivados por 
las necesidades propias del problema que se trata. En particular requieren especial 
mención los lemas 2.9, 2.14 y 2.1.7. 
. 
En esta sección supondremos que R es un subconjunto medible y acotado Ge RN. 
Para cada subconjunto medible E de R, denotamos por IEl su medida de Lebesgue. 
Dada una función medible u : R -+ R, para cada valor t E IR, denotamos por {u = t}, 
{u > r} y {u 2 t} los conjuntos {z E R : u(z) = t}, {z E R : u(z) > t} y {$ E R : 
u(z) 2 t} respectivamente. 
Diremos que la función u tiene una regiln plana de valor t si Iu = ~1 es estrictamente 
positiva. Por pu(t) denotamos el conjunto de puntos de Cl para los u toma eu valor 1 
(región plana de valor t), i.e., pu(t) := {u = t}. E s conocido que existe una familia 
numerable de regioiles planas Pu(ti) = {u = t;} con ti E [ess$f u, esssup u]. Denotamos 
R 
por FU = U;,uP,(t;) la unión de todas las regiones planas de u. 
Por las múltiples aplicaciones que de la fórmula de coárea de Federer haremos en este 
capítulo, presentamos a continuación el teorema de coárea, cuya demostración, puede 
encontrarse en (F69, Teorema 3.2.12, página 2491. 
Lema 2.1 (Fórmula de coárea) Sea u : R c RN + IR una función Lipschitciana y 
f E L’(R). Si N > 1, entonces 
donde HN-’ es la medida (N - 1)-d’ zmensional de Hausdorff. Si N = 1, entonces 
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Observación 2.1 Si n 5 u 5 I> en 0, entonces {U = t} = 0 para todo t $ [a,b] y (2.1) 
es equivalente a 
(2.2) 
b = J J’ ds (“=~) fbWN-‘b) (2.3) ” 
Observación 2.2 La fórmula de coárea (2.1) tiene muchas aplicaciones. Por ejemplo, 
si f = 1, y R C EN acotado, se obtiene la fó&ula de Fleming-Rishel [FlRGO] (véase 
también [PRT93, página 34 fórmula (3.28)]) 
/, IVu(z)lds = /+m dsAuzs) dHN-‘(z) = Jc,” Pn({u > s})ds (2.4) 
donde Pn es el perímetro en sentido de De Giorgi (P*(A) = Ilxall~v<n> VA c EN véase 
[Ma85, Definicion 6.1.1, p á g ina 296 1, Gi84, [DeG]). 
2.1 Definición y propiedades del reordenamiento decreciente 
y relativo. 
Definición, 2.1 Sea u : R + lR una función medible Lebesgue. Entonces la función dr: 
distribución de u se define como 
m,(t) = Iu > ti para todo t E lR 
A la inversa generalizada de.m, se le llama reordenamiento decreciente de u, In 
cual denotamos por u,. Admás, esta función está definida de [0, Ifil] sobre R tal que 
u.(s) = inf{t E U? : Iu > ti < s}, u,(O) =esyp u y,u,(lRI) =es$af u. 
Lema 2.2 Sean {v,}~,ï,v E LP(R) tales que med{s E R : Ou = 0) = 0 y v,, + u 
fuertemente en LP(R). Entonces 
1% > %+(~)l -+ Iu > u+(z)1 en casi todo z E R 
Demostración. En general se tiene la siguiente cadena de desigualdades 
Iz, > v+(z)1 5 li;:kf Iv,, > II,,+(IJZ)~ 
I limw Iv,, > ~+(z)l 
n-bcu 
I Iv 1 v+(z)1 para casi todo z E R 
Ahora, puesto que v no tiene regiones planas (IP,, = 0), se verifica que Iz, = v(z)/ = 0 
para casi todo z E R y por-,la anterior cadena de desigualdades se obtiene el resultado. 
. 
Denotamos por f2, el intervalo]O, Ifll[. M’ t d as âr e necesitaramos algunas propiedades 
del reordenamiento decreciente. En particular utilizaremos las propiedades recogidas 
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Lema 2.3 [R88, R89, RT90, PRT93] 5’ ean u y v dos funciones mcdibles en Sl. En- 
tonct3 
Para cada s E ñ*, se tiene que m,(u.(s)) 5 s. 
Si u no tiene regiones planas (ie., lP,l = 0), entonces tanto m, como u, son 
fwrcioms continuas siendo además m,(u,(s)) = s VS E R, y u,(mU(t)) = t 
Vt E [ essinf 21, ess;up u]. 
n 
u y u, son funciones equimedibles, i.e., IU, > ti = Iu > ti Vt E R. ’ 
Consideremos una función de Horel ‘p : R + lR tal que y(u) E L’(0), elit0we.s 
Si u 5 IJ en casi todo punto de R, entonces u*(s) < u,(s) VS E 0.. 
Sea ‘p : ll2 -+ I? WLU función no decreciente, entonces p(u.(s)) = p(u)*(,s) en casi 
todo s E 0,. 
La aplicación que a cada función medible ‘~1 le hace corresponder la función IL,, 
aplica LP(R) en ‘LP(%), 1 5 p 5 $00 y dicha aplicación es una contracción, de 
LP(R) en LP(R,), i.e., 
lb. - V*IILP(R.) I llu - “IILP(rl) vu, II E LP(R) (1 5 p 5 +m). 
Además, IbIl~qn) = Il~*ll~qn,). o 
También necesitaremos algunos resultados que establecen la regularidad de la primera 
derivada de u,. Más concretamente 
Lema 2.4 [R89] Sea 11 un conjunto abierto, acotado conexo de EN y de frontera re- 
qular. Si 21 E W:‘(Sl) para alglin 1 5 p 5 $-OO, entomes: 
‘;, IL* E M/;;p*). 
ii) .Ci definimos k(s) V s E R, por k(s) = L min{s’-X, (/fil - s)‘-k} con Q k Q(O) 
Q 
constante sólo dependiente de R, entonces se tiene que 
du, 
~~b--Il~~(n.) I QllWw~~ 
ds 
llp_<+m. 
iii) Por último, si N < p 5 +cu, entonces u, E w’,‘(&) con 1 5 q < ,,-y{p+N y 
ll~ll~qii> I CIIvd~r(n) con C = C(N,p,q,fl). ,, 
221. Un problema elíptico de frontera libre originado en plasmas de fusión. 
Haciendo p -+ $00 en &) del Lema 2.4, se obtiene 
Corolario 2.1 Sea u E w’,“(n), entonces u, E w’“(&) para cada 1 5 (I < & y 
u* E C(!=l*). . 
Recordemos la noción de reordenamiento relativo de 2r con respecto a u. Sea u 
una función medible en R y ZI E L’(R). Definimos la función w  sobre ñ, mediante la 
expresión: 
denotamos la restricción de la función u sobre el conjunto ‘F’u(,u.(.s)) y 
Por \%U(“.~~)))* ’ ” su reordenamiento decreciente. El siguiente lema puede encontrarse en 
[MR82, PRT93]. 
Definición 2.2 El reordenamiento relativo de u con respecto de u es la función 2 




Mostramos .algunas propiedades del reordenamiento relatiyo (véase, por ejemplo, [Si94, 
MT81, PRTSS]): 
. 
3. La aplicación que a cada u le asocia u,,, aplica LP(R) en LP(&) pam cada 1 5 
p <.+cu y es una contracción, ie. 
llu*” - w*ullLP(n*) I IIZ) - WIILP(rq v îl,w E LP(R) 
Adcmís se tiene que 






















Proposición 2.1 ,%a z) E LP(O) con p E [l, +CXJ], v > 0 en casi todo punto de R y sea 
11 E L’(R) con lP,l = 0. Entoíms V,” es estrictamente positiva en casi todo punto de 
Sl *. 
Demostración. Definimos 
w(s) = ~u>u*(s)) v(o)da 
s E R, 
Dado que hemos supuesto lP,l = 0, se tiene entonces que med{z E R : u(z) = u*(s)} = 
0 para cada’s E R, y por talito g(s) = v,,(s) E P(Sl,) (véase la Drfiniciótl~ 2.1 y el 
Teorema 2.1 de [PRT93] o también [R88]) slen d 0 w  E W’~p(n.) flC(0,). Se toma ahora 
0 < 3, < s* < IRI. Entonces U.(Q) > u.(s2) pues u, es no creciente y IF,I = 0 (por 
la Proposición 1.3 página 10 de [PRT93], si U*(Q) = u*(sz), se tendría que .s, = .$2) 
siendo además 
1(x E R : u(z) > u*(s1)}1 = nL&(u*(sl)) < m,(u*(sz)) = I{z E R : ,u(:c) > 11*(52)}1 
(:Jonsiderando la anterior relación, la definición de w  y el hecho de que v es estrictamente 
positiva en 0, se obtiene que 
w(s1) < w(sz) vs,,szEsl*cons~<sz. 
Por tanto, w  es una función de W’zp(n,)nC(n,) es nc amente creciente eu R,, de donde t t 
zc.1 .F es estrictamente positiva en casi todo s E R, y por ello v,,(s) > 0 casi para todo 
SEsl,. . 
Demostración. Por la Proposición 2.1 la medida unidimensional del conjunto E, := 
{.s E R, : v,,(s) 5 0) es nula y por tanto también ue = {t E [h,M] : 3s E 
E,, U*(S) = t} es un conjunto de medida nula. Si t E [Gz, M] tal que v.,(lu > tl) 5 0, 
entonces Iu > tl E E, y de esta forma t E u,(E,) (puesto que lP,l = 0, será Iu > 
(u.(s))/ = .s y u.(lu > tl) = t [PRT93, Proposición 1.3, página lo]). Finalmente se 
tiene que 
{t E ,[T?z, M] : v,,(lu >‘tl) L 0} c ua 
de donde se deduce la conclusión del corolario por ser u,(E.) uu conjunto de medida 
CWO. . 
Finalmente, siguiendo [MT811 introducimos la siguiente 
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Definición 2.3 (“Second class of mean value operatod). Sean u, ti E L’(R), y g E 
L’(R*). se define M,$,(g) como la función 
i 
h(4))) si 5 E R - P,, 
Mw(s)(~) = 
J 
‘vi~wi(=)’ g(o + Iu > ti,) cv z E R 
1% = Vi(Z)I bi>Vi(C)l 
si :c E P”.Jti) 
donde ui := v,P,Ctil es la restricción de 7J al conjunto P”(k). 
En particular necesitaremos del siguiente lema (véase [MT81, PRT931) 
Lema 2.7 ,El operador M,,,(g) está bien definido y además SC tiene que: 
i) Si g E Ll(&), en¿onces M,,,(g) E L’(R), siendo 
/,. g(s)& = /, J-L,ds)(~P 
También necesitaremos del siguiente resultado que relaciona el reordenamiento relativo 
y con el operador M,,,: 
Lema 2.8 Sea u E Ll(n) y v E LP(R), 1 5 p 5 +co. Para cada g E LP’(&) con 
; + ; = 1, se tiene qve 
Si /Pu/ = 0, la última igualdad se reduce a que 
2.2 Propiedades principales. 
Recordamos la definición de V(0): 
V(n) = {u E H’(R) : Av E Lm(R);ysn < 0) 



















Demostración. Sea w E V(n). Entonces 
J * AtI++ - t)+ds = J (w+>t) A~w+ - W para todo t > 0. ’ (2.5) 
Puesto que (w+ - t)+ E H;(R), integrando por partes, 
J n Aw(w+ - t)+dz = - J (,~+>t) P+12dz 
Mediante argumentos clásicos (ver por ejemplo [M82]), se tiene que 
2 /, Aw(w+ - t)+ds = - iw+>l, Awdz 
Combiuando (2.5), (2.6) y (2.7), se llega a que 
(2.6) 
(2.7) 
Procediendo como en Talenti [Ta761 y utilizando la desigualdad isoperimétri& de De 
Giorgi, obtenemos de (2.8) la siguiente desigualdad para casi todo t E (info w+, supn IU+) 
5 ( ++ > 4 b+ ’ ~lll~4l~==cn> ) (2.9) 
I ’ Ahora, mediante argumentos standard 
1, 
Por tanto, 4r 5 (-$/w+ > ti l[Av~l~,,..~~~: 
(kase [Ta76, M82]) obtenemos i), ix., 
Il~4wn~ 
I 
- &+*4) I 4?r en casi todo punto de R, (2.10) 
Puesto que ya sabemos por el Lema 2.4 que w  +* E H,',,(R,), la desigualdad (2.10) in- 
I 
plica que tu+* E W’,-(fl,) y me lan e 111 egración se llega a que Ilw+lI~~(o) = ti+.(O) 5 d‘ t t 
gllAwll~-<n, (puesto que w+.(lfll) = 0), ix., G). V eamos que se satisface G). Puesto 




[J, / rlw+,(l rl\P(w+) lls W+ > w+(r)l)q2 = [~*\~~~+‘,l~‘“+‘(“)p”“]i , (2.11) 
para todo p E [l,+co[. Por tanto, de (2.10), d e ucimos haciendo p + $03 que d 
I en casi todo z E 0 \ P(w+) 
1 
I 
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Además, como w+, es una función continua por la derecha 
-%(, w+ > w+(x)0 = 0 si 5 E r(w+) 
y iii) es satisfecho. , 
Para pasar al límite en el método iterativo que posteriormente utilizaremos, nece- 
sitamos la convergencia fuerte de las primeras derivadas $u,z*. Para dar uo rrsul- 
tado en este sentido, introduciremos la noción de funcióx1 de coárea regular (véase 
[AL89, DR93, i3R94]): 
Definición 2.4 Sea u E #;:(fi). Para cada t E R definimos la función vg = 
[{cc E S? : u(z) > t; Ou = O}l y la función m,,,(t) = m,(t) - n+,(t). Se dice que u 
es una función coárea regular si la medida de Radon (wQ)’ es singular con respecto a 
la medida de Lebesgue sobre IR. 
Damos dos condiciones suficientes para que una función sea coárea regular: 
Más cu general, si R es un abierto arbitrario de RN, se tiene el siguiente resultado: 
Lerna 2.11 Sea u E fl;C(n). Si med{z E R : Ou = 0) = 0, entonces u cs una 
fuíwión coárea regular. q 
La relación entre la noción de función coárea regular y la couvergencia de las primeras 
derivadas de una sucesión u,, se obtiene a partir de uu importante resultado debido a 
Almgrem y Lieb [AL89]: 
De IIWVO, el método iterativo que utilizaremos más tarde, requiere conocer la coll- 
vergerlcia del reordenamiento relativo de una funci& fija b respecto de una sucesión de 
funciones u,, convergiendo fuertemente en L’(R). E n es e sentido, los siguientes lemas t 





















Lema 2.13 [lX¿S~] Sea u,, u una sucesión de funciones de L’(fl) y asumamos que 
‘II,, conoerge n 1~ en L’(n). Entoms, para todo li E LP(R) (pm algún p d,ado, con 
1 < p 5 +ca) se tiene que 
(“Xn\P”)*u” - (~Xn,r,)*u 
débilmente en LP(&) si p < +cu y débilmente* en L”(R,) si p = $00 ‘(por XE 
deuotnmws la función característica del conjunto EJ. q 
Bajo algunas hipótesis adicionales de regularidad es posible mejorar el resultado ante- 
rior: 
Lema 2.14 [/295b] Sea v E LP(R) con 1 5 p < +oo y u, u, E w’,“(n) tal que 
nzed{z E R : Vu(z) = 0) = rned{z E R : Vun(z) = 0} = 0. Si u,, converge a <I en 
w’x”(fl) para algún q > N, entonces u,,, -+ vru juertemew!e en LP(Q,). , Además, n-m 
~,,,,,(Iu~, > u”,(.)l) conue7ye a v,,(lu > u(. fuertemente en LP(R). o 
Lema 2.15 [fX95b] #Sea v E L”(n) con 1 5 p 5 $03 y sea (X,,cpk)” la sucesión de 
mrtooalores y autojunciones asociados al operador -A (operador de Lnplace) sobl-e 0 
con condiciones Dirichlet, i.e., -A’pk = Xk(pk, pk E H:(R). Comidelemas la familia 
de espacios vectoriales de dimensióu finita V,,, = Lim{(p,, , I++~} (el espacirj vectorial 
gmwado por los vectores (yk)r=,). Enonces, la aplicación 
‘U E Kn \ {O> + u*u E LP(fl*) lIp<+~ 
Conm complemento al Lema 2.12, mostramos el siguiente resultado: 
Lerna 2.16 ,Cea u,,, u E w’“(n), 1 5 p 5 $03 tal que 
med{z E R : Oun = 0) = 0 = med{s E R : Vu(z) = 0) 
Entonces, si uqL converge n u en @“(Cl) para alq~in p > N; 
u:,*(\u > u(, converge débilmente a u:(Iu > u(, en L9(R) 
pamcndaI<q<+++ 
(2.12) 
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Demostración. Sea ‘p E P’(0). Por el Lema 2.8 y la hipótesis (2.12), se tiene 
J s2 u:L*(I~u71 > u,(s)l)y(:c)rls = J,* 7L;*(.s)Y*U,,(.s)d.s 
Aplicado el Lema 2.12 y Lema 2.13 (o el Lema 2.14~), 1 â última integral converge it 
* 
lL:(S)y*U(.S)dS = s, u:(lu > ~u(z)l)y(:E)dz 
~~(G(u)b)*,(J)g(s)ds = Sns(TIL.(1((I))G(21(2))b(Z)d~ (2.13) 
Puesto que suponenms que u no tiene regiones planas (IPu/ = 0), se tiene que mu(.lL,(.s)) = 
s para cada s E R, (Lema 2.3 o también [PRT93, Proposición 1.3, página lo]) siendo 
en particular u,(m,,(u(z))) = u(z) 1 Iara cada casi todo :C E R y por tanto, G(u(:c)) = 
G(.u,)(înU(lL(z))) para casi todo z E R. Considerando esta relación eu la igualdad (2.13) 
sc: obtiene 
s,*(G(,)l~)*,(c)g(.s)~z.s = ~g(71Lu(1L(Z)))G(~*)(l)iu(U(:C)))h(:L.)dC 
= n(gG(U*))(na,(u(z)))6(z)dz / 
Aplicando de nuevo el Lema 2.8, la última integral es igual a 
J n, g(.s)G(~,)(.s)B,,(.s)ds 
de donde se deduce la conclusión del lema, ya que por dualidad (G(u)b). es iguid a 








































3 Una formulación equivalente como un problema 
no local: el problema (F*). 
El principal objetivo de esta sección es mostrar que si u satisface hfamiliade condiciones 
(l.55), ix., 
J I >t)IwF’(4 + P’(u)bw = At+,~+*(O)) 
Vt E [i;f u, sup ,161 (3.1) 
u R 
entonces es posible expresar F en términos de u. Esto nos permite reformulh el pro- 
1~18111a (1.59, (1.54,) y (1.55) como uu problema no local donde hemos elihinado la 
incógnita F. En este sentido, reduciremos el problema original de encontrar un pal 
(,Ic, F) solución de (7’) en el problema simplificado (‘P*) 
-A,(z) = n(z)F,(z) + p’(u(z))[b(z) - L,(lu > u(z) 
+jl(~+(~),~+*(O))~l’i*(l~ > 4z)I) en $1 (3.2) 
1L - y E H;(n) n W’yL) (3.3) 
tlonde ahora solamente la. función u es la incognita del problema y la función F,, estrl 
<:lefinida como sigue: 
F”(z) := F; - 2~~~~;“~“[p(~,(s))]‘h,,(s)ds 
j~(u+*(s),u+*(0))(u;*(S))2dS 1 ’ 3 (3.4) + 
I”robaremos la equivalencia entre los problemas (P) y (PS). 
En toda la sección denotamos por GI, := infn u y M := supn u lo cual esta justificado 
puesto que u E Lm(R). Dado u E W’lm (n), definimos la función F en térnknos de ZL 
p0ì 
F(%) = [F; - L~‘+l>i(.s)b,,(~u > sl)ds + 2ju’+j:(s,u+,(O))u;,(l~ > .s+d.s]’ (3.5) 
+ 
para todo t E [I?z, M]. 
Lema 3.1 Dado u E w’,“(n) tal que med{z E Cl : Ou(z) = 0) = 0. htmms 
Fu(x) = .?+/,(:z)) para casi todo 2 E ñ. 
Demostración. Dada en la Proposición 1 de [DR94]. , 
Lema 3.2 Sea u E V(n) tal que nsed{z E R : mu = 0} = 0. Entonces 
-%(l îL > t,) 5 Il~4wn> 47r para casi todo t (3.6) 
:301. Un problema elíptico de frontera libre originado en plasmas de fusión. 
Demostración. Es suficiente mostrar (3.6) para t E] infn u, supn u[. Sea 7) E [l, +co[. 
Tomando el cxunbio de variables t = u*(z) tenemos que 
qt)F”(l) + p’(t)b*,(lu > ti) = jl(t+, ~+*(O))u!+*(lu > 4) 
Demostración. Puesto que b,, E L”(R), p E C’(E), entonces, la aplicacibu t i 
/ 
“l+ p’(a)6*,(lu > cTl)dã está en Iv’+ (]+ M[). Gracias a las hipótesis de ji y Lema 11.2, 




ji(cT+, U+*(O))U’,*(l~U > ul)du pertenecr 
a IV’@(]Gz, M[). Por último, procediendo como eu [DR.94, Lema 121, obtenemos la 
couclusih. . 
Demostración. Por el Lema Z3.3; si definimos N := {t E [h, M] : F(t)F’(t) + 
P’(t)b*u(l,~~ > II) # .gt+>~~+*(O))qL*(l~ >m”l)>, es UU subconjunto de R de medida 
nula. Entonces {z E 0 : u(z) E N} y {.Y E R, : u,(.s) E N} t’ *enrn _ t ambién medida, cero 
(se utiliza la propiedad d e ser u y u, equimedibles, que 1.5 E n, : ,u*(s) E N} C n:,,(N) 










































Y por la propiedad de equimesurabilidad, 
J 
~~>t) j:(,~,+(,),,+*(O))~f*(l~ > 4z)l)dz = J,~*>t,j:(,+*(.~),,,,(0))u;.(s)d.~ 
Si t 2 0, pxa casi todo s E {u. > t}, se tiene u;,(s) = u,‘(s), puesto que metl{z E R : 




j~(u+*(.s),u+*(O))u~*(s)ds = -JI”“‘“’ j:(o,a+*(O))dO 
= -j(~+*(O), u+* (0)) + AG u+-(O)) 
pero se tiene que j(u+.(O), u+,(O)) = 0 por la hipótesis (1.50). Por tanto, de 
(3.8), pzi todo t. 2 0 se verifica 
J ~ IL >t,[F’(4F’(4 + P’(u)b*“(lu > 4z)l)ldx = dl+, u+*(O)) 
Ton>e-:mos ahora 1. < 0. De la relación (3.7) 
J {u>tl [F(U)r+L) + p’(u)b*,(lu > u z)l)]dz = J l,‘>o) d(~+(:~), ~+*(0))4*(b > 4~c)l)~~Z 




(nótese que la hltima integral es cero). Utilizando de nuevo el cambio de variable 
anterior, se obtiene que 
J ,u>“,~I(~+(~),Il+*(0))211+*(lîl > u(5)l)dz = -r”+ jxe,u+*(o))de 
= j(O, u+*(O)) - j(,+*(O), u+*(O)) 
= j(O,u+*(O)) (3.10) 
lle (3.9) y (3.10), se llega a obtener que 
.I tot) [F(u).F’(u) + P’(U)b*,(lU > U(~)l)dS = j(O,u+*(O)) = j(t+,,+*(o)) 
para t < 0, lo que finaliza la demostración. , 
El Lema 3.4 muestra que toda función F definida por (3.5) sa is t f ace la condición original 
de los Stellarators (1.55), i.e., (3.1). P ro b amos uu resultado en cierto modo recíproco 
del anterior: 
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F(t) = [F; - 21i+ $(.s)b,,(lu > .~I)d.s + 2A’+j:( 
para todo t E [I?L, M]. 
Demostración. Seguimos el mismo tipo de argumento que en [DR94]. De la relación 
(3.1) deducimos que j(~+,(.s),~+,(o)) = W(S) := ~u,u*~~,I{F(~)F’(~) + p’(u)b}dz para 
todo .s E R,. Por tanto: tlerivantlo con respecto a s esta identidad y utilizan& el 
Lema 2.17, para todo s E R,, obtenemos que 
k(~+*(.s),~+.(O))21’,,(.s) = F(~L,(.s))F’(G(s)) + p’(ue(.s))L(.s) 
(puesto que .s = 1.u > u,(.s)I ya que lP,l = 0). El resto de la demostración se sigue como 
en [DR94, Lemma ~151. . 
De los lemas anteriores obtenemos el resultado principal de esta sección: 
F(t)= [k:i-2jo’+p’(4b& > rl)d~+2Jo’+j:(,,.+.(O))~~*(l~ > T,)dr]i (XII) 
Demostración. Si (,u, F) es una soluciótl de (P), gracias al Lema 3.5 se tiene que 
F E F, es decir (3.11). Así, por el Lema 3.1, Fu(z) = .F(u(z)) = F(u(z)). La hipótesis 
F,,(z) > 0 y el hecho de ser u E C(n), p mm en aplicar el Lema 3.4 y asegurar que ‘t 
min{ F(t) : t E [h, M]} > 0. Entonces, las condiciones del Lema 3.3 son satisifechas y 
así 
F(t)F’(t) + p’(t)Lu(lu > tl) = ~:(t+,~+~(o))d& > tl) 
para casi todo t E [h, M]. En particular, deducimos que u satisface (3.2) siendo por 
tauto solución de (‘P*). Recíprocamente, si u satisface (‘JJ*) con .F dada según (3.11): 
entonces F(u(z)) = F,,(z) > 0 p ala z E ñ por el Lema :J.l y el Lema 3.4 puede se* 
aplicado para obtener que (.u, F) verifican la relación (3.1) de (P). La ecuación (1.53) 









































4 Existencia de soluciones de los problemas ‘(P*) y 
P)* 
En esta seción se obtiene la existencia de soluciones del problema equivalente (P,) me- 
diante uu método de tipo Galerkiu, supuestas algunas condiciones adicionales sobre 
los datos. Puesto que en principio 110 podemos garantizar que 2 posea un buen 
(:otnportamiel~to (en consecuencia los términos de la ecuación (3.2) donde aphece esta 
f~u~cii>n) con la sóla hipótesis de regularidad pedida para u solución de (P,): u E 
\V”“(n) n W’~“(fl); iutroduciremos la familia de problemas (pee) donde % se lla 
tnmcado de manera adecuada (véase la definición de las funciones de truncatyra (4.7)). 
Establecida esta nueva familia de problemas, utilizamos un método de tipo Galerkin 
para resolverlos. En una primera etapa, para cada t > 0, construimos una familia de 
prol,lemas finito dimensionales (P,,,,,,). M 1’ t ec ~an e una técnica de Punto Fijo de Brouwer 
obtenemos la existencia de soluciones para la familia finito dimensional de problemas 
(T’F,,,,,,). Adecuadas estimaciones a priori nos permitiran mediant,e paso al límite obtener 
una solución del problema (PS<), y ésto para cada t > 0. Obtenemos de esta manera una 
nueva familia de funciones U’ soluciones de (T&). D e nuevo, adecuadas esthaciones a 
priori nos permitirán obtener mediante paso al límite una solución de (‘JJ,). ~ 
4.1 Un problema aproximado (‘P,,). 
Aquí y en lo que sigue, utilizaremos la siguiente not,ación: 
‘(4zLu) := x~,~>“+(~),,,~>o,l(~) 0 E cl* (4.1) 
(función característica de [IU > ,u+(z)l, Iv > OI]) 
F,(:r:,v,l>*,) := - 
J 
R* I(4r), ~M~*)l’(~)b*c4sPs (4.2) 
F,,,(s,v) := - J I(v(x), s h~(~;_*(~))j:(,+*(.s), v+*(O))ds (4.3) 
F,(:c, ll, b,,) = ,qn1 LFl(Z,V,I>,,) +2F&,u)]~ (4.4) 
H(v(z),b*,) := P’(V(2))[6(2) - b*,(lv > ~(~)l)l (4.5) 
.J,(v(z)) := &(~U\*(lU > W+(.~)l))jl(~+(~),~+*(O)) (4.6) 
para casi todo z E R y toda funcíon z) E H;(0). Además, utilizaremos las funciones de 
truncatura 
h,(f) := && &(t) := I +t5/tl (4.7) 
Por Iíltimo, adoptaremos la notación Fz := ljo,2, F := Fo y J := Jo (para E = 0). Ahora, 
para cada e: > 0 fijo, consideremos el siguiente problema (‘P*<): encontrar una función 
lP ta1 que 
-Au’ = aF,(z,u’, I>,,.) + H(d, òsUc) + Ie en R (4.8) 
1f - y E H;(n) n wyq; b2 1 (4.9) 
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Iit H(v + 7, b*(,+,))udzl = I@” + 7)Ms) - ~*(v+,)(b + Y > cu + r)(:~)l)l@+ 
5 X”gA J v2dx R ( (4.14) 
donde hemos utilizado la hipótesis 0 5 p’(3) 5 X. s+, x > 0 (véase (1.51)) y que y 5 0. 
Es también claro que 
Ib J,(v + r)z,<l:el 5 5 J, bJld2 (4.15) 
grxias a (1.50) y que la función & está acotada por 1/6. 
Estimamos el término J aFc(.z, v + y, 6,(,+,))vdx. M, y d. orando los términos no positivos 
por cero y argumentan& como se hizo anteriormente, se tiene que 
IJtilizando las acotaciones anteriores, llegamos a que 
[T,;Lv, ,v] 2 X, J, ,u”d:x - 6 J, v”ds - 12th - X o,y bl u’dx 
= (X, -6-X”&yb) J v’dx - c,s R (4.18) 
Gracias la hipótesis (4.11) obtenemos de (4.18) 1 a coercitividzrd del operador T& eligiendo 
6 > 0 suficientemente pequerío. . 
Demostración. Puesto que {cpk}p!, es una base ortogonal de (Vm, [., .]), Ti,v puede 
ser expresado de la siguiente manera 
“>L 




ds L-(n) - 4T 
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Co0 esta estimación y (4.26) es fácil probar que 
b+* dv+* 
ds (1.5 
en P(R*), vp E [l, +CCJ[ 
Fioalmente; el ultimo aserto del lema, se obtiene de la propiedad de ser ec~uitnedihles 
toda función con su reordenamiento relativo y de la convexidad uniforme de los espacios 
L”(R) for p E]l,+cm[. . 
Continuación de la demostración de la Proposición 4.2. Continuidad de la 
aplicación 
Kn 3 TJ + 
/ R 
H(" + 7, b*(,+,))vpd:c (4.28) 
Equivale a probar que se satiface la siguiente igualdad 
para todo ‘p E V,. Distinguimos el caso v $ 0 del caso v = 0. Puesto que’ todo ele- 
mento de V,,, \ {0} es una función analítica (recuérdese que <PI; son funciones analíticas), 
entonces med{:z E R : V,U(:C) = 0) = 0 = med{z E R : v217b(z) = O} y por el Lema 2.14, 
sc-: obtiene 
“(u”~>(I~,,+Y>(~,l+Y)(.)l) ,;y, ~*(*,)(b+7> (l,+r)(.)l) f uer emente en L”(0) (4.30) t 
para todo q 2 1 ya que b está en L”(R). C 7’ rru~as a la hipótesis (1.51) pode& obtener 
del Lema 4.1 la siguiente convergencia 
P’(% + Y) n*w P’(V + 7) fuertenmlte en L’(R) (4.31) 
pua todo 1’ 1 1. Ahora, las convergencias dadas en (4.30) y (4.31) nos; permiten 
ohtener (4.29) cuando v yk 0. Por último, si u = 0, la convergencia fuerte en L’(R) de 
j/(.uTt+y) a 0, las estimaciones uniformes en Lw(fl) de b,(,n+,j( IVyt+r > (u,,+y)(.)/) y la 
<:onve~genciadébil en LP(R) de b,(,,+r~(lvn+~ > (v,&+r)(.)l) a b,(,+,)(Iv+y > (v+r)(,)j) 
(vjase el Lema 2.13) implican (4.29). Por tanto, la aplicación definida pal: (4.28) es 
continua. 
Siguirudo los pasos anteriores, verificamos que 
,jh& L* E<((%,+7)+*(l%+Y > (1),,+Y)(Z)l))jl((Z)r,+Y)+(l), (~,~+Y)+*(O))cp(:c)dz = J 
s L1 &((~+r)‘+*(l~+r > (~+Y)(r)l))j:((v+Y)+(:~), (v+Y)+*(O))PP(:c)~~s 
381. Un uroblema elíDtico de frontera libre orieinado en Dlasmas de fusión. 
gracias a las convergencias fuertes del Lema 4.1, los lemas 2.2 y 2.14 y la hipótesis 
(1.51). Por último, de manera análoga y utilizando la continuidad de ji, se obt;ienr qw 
la segunda integral que aparece en la definición de F, converge a 
2 
J 
‘~‘+r’(“+r)+(~)‘j:((v + y)+,(s), (v + -/)+.(o))h,((v + y);,(.s))d.3 
Iu+Y>~l 
Las anteriores etapas muestran la continuidad de la aplicación T:,. . 
Teorema 4.1 Supmgmnos (IUF se satisface (4.11). Entonces eziste al mmos ~ILILIL 
fiU>CióIL IL& E V,,, solución del problema (7’ep,,,,,,), i.e., satisfaciendo 
[T:p:,,, ‘PI = J, V$,, Vpd.7: - s, nF,(z, 4n + Y, b+;,+,))p~~~ 
- 
s R H(u& + y, b*(,&+,))pdz - s, .IJw:;, + y)pd:c = 0 vp E ~~~.34) 
Demostración. Gracias a la coercitividad y continuidad de Ti,, propiedades probadits 
en las Proposiciones 4.1 y 4.2 respectivamente, es posible aplicar el Teorema de Puuto 
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4.1.2 Estimaciones a priori de las soluciones de (PrC,,ri). 
Eu este apartado, supondremos que 2~;;~ es una solución de (P,,,,,,). Tomando en par- 
ticular $9 = w:,,, se tiene de (4.34) que / 
(vránse las desigualdades (4.17) y (4.18) en la demostración de la Proposición 4.1) Por 
tanto, eligiendo 6 > 0 suficientemente pequefio, se llega a que 




Ivwydz 5 c, (4.X) 
para alguna chstaute positiva C, sólo dependiente de t. Por último, gracias a la esti- 
mación (4.35) y utilizando los mismos argumentos que fueron empleados en la obtención 
de las estimaciones (4.14), (4.15) y (4.16), se prueba que 
donde C, tambikn denota una constante positiva sólo dependiente de t. Por tanto, 
hemos obtenido que {IL&} es una sucesión uniformemente acotada, independie:ntemeutc: 
de m, en el espacio de Sobolev H’(R). 
4.2 Paso al límite. Existencia de soluciones del problema (T’*í). _ 
Para cada E > 0 fijo, ppr la acotación uniforme de {zu:,~}~=~ en H”(R) obtenida eu la 
etapa anterior, y por la reflexividad del espacio de Sobolev H’(n), se tiene qtie existe 
una subsucesión de {IU;} (a la cual seguiremos denotaudo por {IU&}) y una función 
uf E H”(R) tal que 
L 
w,,, - ‘w 
L dkbil en H”(R), y así, 
4ZL + w’ fuertemente en wyn) vp 2 1 
gracias a las inclusiones de Sobolev (recuérdese que R C R’). Nuestro proxim6 objetivo 
cs verificar que ‘I’;,w;,, ,2- 2%‘. Aquí, T’ : H;(R) + H:(R) es el operador definido 
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[T%<pl = 
- * J<(V + 7)d” J si î), ‘p E H:(R) (4.37) 
Debido a las estimaciones (4.35) y (4.36) tenemos que 
IW4~,4?, + 7, ~*(w&+,))llL-(n) í CC v m (4.38) 
(véase también (4.16)). 
VeamJs que 
6(?4,, + 7, ò*(wrn>) ,,,‘, Fl(&~Lo( + 7,î’) para casi todo punto, 
siendo îc E Lm(R) y tal que 
* 
6*wn+T) ,sò, 
b débil* en Lm(R,) 
para alguna subsucesión gracias a la estimación uniforme I12>,(,m+r)I(~~(n*) 5 Ilbl[~-cnj. 
Como en [DR94], se tiene que 
,r,ym r(zu:,,(~)+r, ~)~((zu~SY)*)]‘(U) = r(zu’(x)+r, fl)[p((w’+y)*)l’(a) c.p.t. ã E fL* 
Por tanto, por la convergencia fuerte de [1)((u& ‘+ y)*)]’ a [I->((w’ + 7).)]’ en L’(&), 
deducimos que 
I(4,,(z) + 72 ~M(4, + -Y)*)l’(~) ,nzm I(fJJ’(z) + 71 .NP((~’ + r)*)l’(~) 
fuertemente en L’(R,) y puesto que b.(wh+7j ,,2- ti, obtenemos la siguiente cower- 
geucia en casi todo punto 5 E R 
K(? 4, + 7, b*(w,,) ,nz’m Fl(Z,W’ + 7, @) 
Los mismos argumentos aplicados ahora a F,,2(z, ut:,,), observando que, primero, 
,,,k& r(4,,(Z) + 7, .M(4, + YK(.)) = I(w’(z) + 7, .Pc(W + YlL( 
en casi todo punto de R, y después tenemos la convergencia fuerte en L’(R,), obtenemos 
que 
F,,z(z, um + 7) =yóo Fc,z(z, WC + 7) c.p.t. z E R 
Por tanto, tenemos (para alguna suhsucesión) que 
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Análogamente, se tiene que 111>+,,+,) b4rL + Y > (4” + Y)(.N)llL-(n) 5 Il%v> Y 
por tanto, para alguna subsucesión, existe una función i’ E L-(0) tal que 
6 *(w:,+r)(b:,> + Y > (wZn + r)(.)l) ,,&:m @ débil* ill L”(R) 
Como se hizo anteriormente, p’((w;,, + y)(.)) converge a p’((w’ + y)(.)) fuertemente eu 
L’(O) y por ello 
. 
H(& 4,+-f> ~*(q”+,) cbJm+-Y ’ c4?,+r>c~>l>> ,,,5, H(z, w’+y, P(z)) débil* en L”(R) 
Por Iíltiqlo, puesto que w&,’ converge en G(fi.) a w:’ (ver el Lema 4.1) tenemos 
C,“fA 
J,(uJ:,, + 7) --t JC(w’ + y) fuertemente en L’(R) 
Entonces, w’ verifica el siguiente problema 
-AUY = nF,(z, WC + y, î’) + p’(d + -f)[b - i,] + J<(W’ + y) eu R (4.40) 
d E H;(R)n H”(R) (4.41) 
para cada E > 0. Para obtener una solución de (P*<), sólo resta por identificar F,(z, w’t 
7,;‘) CON F,(z,w~+~,~+~+~)) y íf con b+,.+,)(lw’+y > (w’+y)(z)l). En este sentido 
se tiene 
Proposición 4.3 Si kd{x E R : VIII’(Z) = 0} = 0, enhnces ti = I>.(w~+Y) cu R, 21 
ic = I> *(w~+7)(lWc + 7 > (w’ + r)(~)l). J% P ar zcu ar, t’ l uf es una solución de (Pee). 
Demostración. Basta utilizar la analiticidad de w& y el Lema 2.14. , , 
Una vez dada la Proposición 4.3 que nos garantiza que la función UJ’ (punto de 
xumulacióq de la sucesión {w&}~=~ con la topología débil en H”(R)) es una solución 
de (Pqc) cuando se verifica med{z E Cl : VW’(Z) = 0} = 0; es natural preguntarse que 
condiciones adicionales sobre los datos serían las adecuadas para que w’ verificase dicha 
hipótesis. Está cuestión la resolvemos en el siguiente apartado asi como la obtencion 
de una solución de (P*) haciendo t t 0, y luego la existencia de soluciones de (‘F’). 
4.3 Existencia de solución de (P*) y (P). 
Por lo anterior, sabemos que existe w’ E H’(R) n H;(R) verificando (4.40) y (4.41) para 
un valor y 5 0 prefijado. Entonces, si denotamos u’ := UI’ + y, la función u’ verifica 
-Au< = n[F,y - 2Fl(z,d,îL) + F&,tf)]$ + H(u’,i’) + J,(u’) en,0 (4.42) 
u’-y E H;(R)r- H”(R). (4.43) 
H.ecordamos que F,, F+, H y J, fueron definidas eu (4.2), (4.3), (4.5) y (4.6) y las 
funciones de truncatura h, y & en (4.7). C ‘omenzamos dando una condición sobre los 









Demostración. Necesitamos algunas estimaciones a priori. Sea t > 0 y ~1’ una soluci6n 
de (4.40) y (4.41). Entonces la función 
F,(z,u’,b,,c) = [F,2 - 2F, + F<,2]; 
con F, y Fc,* dadas por (4.2) y (4.3) res ec ivamente, está acotada en Cl puesto que la p t 
integral Fl es no positiva y Fc,z es acotada gracias a que I&I 5 l/t y ljL[ 5 7 (v&se 
(1.50)). Análogamente, se tiene que el término J,(u’), definido por (4.6), está acotado 
en Cl. Por último H(u’, p), dado por (4.5) está mayorado por Xl/u>IILO”(n) o;c b. Así, 
Au’ E L”(R) para cada < > 0. Ahora, aplicando el Lema 2.9, deducimos que 
(4.45) 
Integrando, 
lI”;IlLyn) I ~llA4lL=ql> 4?r 
(4.46) 
Nuestro siguiente paso es probar que Auf está uniformemente acotada en L”(R) inde- 



































y de aquí y de la hipí>tesis (4.44) se obtiene el resultado. . 
Para probar que una uc es solución de (‘ReC), necesitamos verificar la ~hipótesis 
med{z E R : ‘ou’ = 0) = 0. Así, por la Proposición 4.3 sería 
Y 
P(s) = b*,<(Id > u’(z)‘I) en u(n) 1 
para algún ! < q < 2 y de esta forma uL verifica el problema (P*<). El siguiente teorema 
da una condición suficiente para que se tenga esta propiedad / 
Teorema 4.2 Sea X(lbJJ,,m(n~ y 7 suficientemente peque& para que 
med{z E’R : W(z) = O} = 0 
1 
En particular, u’ satisface el problema (‘PP,,). 
Demostración. Lo probamos por contradicción. Supongamos que 
Etltonces 
med{.z E R : Ou’ = 0) # 0 (4.53) 
0 = a[F<: t,F,(u’,î>‘) $ FL;&+ t H(u’,i’) + J,(u’) c.p.t.p. {z E R : Vu’(.?z) = O} 
Utilizando las estimaciotles (4.47), (4.48), (4.49) and (4.50), se obtiene que ; 
y ésto contradice la hipótesis (4.52), lo que prueba el lema. . 
Obser&ión 4.1 La condición (4.52) requiere [Fz - XllbllL-&~S- > 0 lo que 
se tiene para X y 17 suficientemente pequeiios. 
Ahora se tiene 
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Demostración. Nuestro objetivo es hacer t + 0. Por la estinmcibn uniforme de 
IlAu’Il~~(n) dada por el Lema 4.2, existe una subsucesión de (uL) (la cual seguire‘mos 
llamando u’) y una función N E L”(R) tal que 
Au’ “, <y 
n-02 
débil,* io L”‘(0) 
Mediante argumentos standar de regularidad, u’ está en un conjunto acotado de Wz3”(f1), 
para todo i E (1, +cu[. Entonces, tenemos que (para alguna subsucesión) 
débil en W”,p(n), 
fuertemente en C’(a) 
En particular, cy = Au, Au E L”(R), u E V(0) y las estimaciones (4.51) y (4.4(i) del 





2fIl4L~(*)~“l~l := ,$ 
47r(l - 11) 
Ahora, por el Lema 2.6, se tiene 
ll2’llL-<n., 5 IlbllL-<n> Y IIW-<n> 5 Il%-<n> 




De las anteriores convergencias, se deduce que 
‘44,‘) ;iu (4.)’ en L*(R,) Vq E [~,+co[ 
Eu (:(:)~~secl.lr~l(:ia, 
I(u’(z), ,)h<(l&(.)) ,;,+ I(u(:c), .)d+” 
en L*(fl,) para todo y E [l, +m[ y CII casi todo z E R. Lo anterior nos lleva a obtener 
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para casi todo z E R (ji es continua sobre W). Puesto que IFC;i(z, u’)I I ~llA~lI&~,j~21, 
por el Teorema de Lebesgue 
FC.î(.> 4 2 w:, u) en P(n) para todo p < +cu . 
Miutras que para J,(u’), primero se obtiene del Lema 2.9 y del Lema 4.2 
Basandonos de nuevo en las estimaciones del Lema 4.2 y puesto que I~C(u;~‘(l~C > 
,u;(~)l))j:(,;(l),zL;,(O))I 5 +‘Au’jic”(“l 5 $+ gracias a (1.50), entonces potleinos ad- 
mitir que 
Por tanto u es una solución de 
-Au=+-2F( 1 s,u,2) +2F+,u)]; +p’(u)[b- ¿] +e, I (4.57) 
con Ile”IIp(q 5 6. S y jp’(zl)[b - $11 5 X o;;c ~~~u+~I~~~~~. Argumentando como en el 
Teorema 4.2, pero utilizando la ecuación (4.57), y puesto que la función u obtenida como 
límite de alguna subs&esión de (U’) también satisface las estimaciones del Lema 4.2, 
entonces si 
obtenemos que ined{x E R : OU = 0) = 0. Por tanto deducimos que E’(u;*‘(/u’ > 
G(~)I)) z 4.0~ ’ ~+(~)I) en casi todo z E R (véaese el Lemma 2.2). Entonces 
P(.) = &(Iu 7 u+(.)[) en casi todo punto de Cl probando de esta manera que 
C(G*‘(b > ~;(.)l))j:(~;(.),~;*(o)) z &* (Iu 7 u+(.)I) fuerte en Lp(0),Vp E [l,+~[ 
Por ríltimo, en el supuesto del Lema 4.2 y del Teorema 4.2, es posible. aplicar kesivas 
veces la Proposition 4.3 primero para identificar p(z) = 6,,C(l~’ > U’(Z)/) eu R y 
k(s) = 6.“<(s) en Cl,, y después h(z) = 6,,(lu > U(Z en R y b(s) = 6,,(s) en Q,, 
obteniendo así, que u es una solución de (P*). . 
El principal resultado, presentado en la sección de introducción, es ahora conse:cue:n- 
cia del teorema anterior y del Teorema 3.1. En efecto, 
Demostración del Teorema 1.1. En el supuesto de que A > 0 sea tal: que son 
ciertas (4.11), (4.44) y (4.52), entouces el Teorema 4.3 garantiza la existencia de una 
solución u del problema (Pa) y tal que u E V(0). Así, 1 as h’l t 1 >ó esis del Teorenlla 3.1 son 
satisfechas por esta función U, en particular la condición med{z E Cl : V(z) + 0} = 0, 
lo que implica que el par (u,F) es solución de (P). . 
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5 Propiedades cutilitativas de la región ocupada por 
el plasma. 
En esta secciórl obtendremos algunos resultados cualitativos referentes a la medida de 
la región encerrada por las curvas de nivel de una solución del problema (1.53), (1.54) 
y (1.55); es decir, se estudiará la medida del conjunto {CC E R : u(z) > t}. Por tanto, 
si tenemos en cuenta que la región que ocupa el plasma viene dada por el conjunto 
de :C E 12 tales que u(z) > 0 (recordar qUe {u(z) = 0) es la frontera libre y que u 
es una función negativa en la zalla de vacío); habremos obtenido una estimación sobre 
la medida de la región ocupada por el plasma. Este tipo de cuestiones ya hau sido 
abordadas para modelos relativos a máquinas Tokamak. Así por ejemplo, Mossino y 
Temam consideran eo [M82, MT] el siguiente problema 
{ 
-Au+ Xg(G(u)) = 0 en R 
u = y (constante desconocida ) en XI 
s,*~ = 1 
donde R es un abierto regular de @‘(N 2 l), 6(u)(z) = med{y E R : u(z) < u(y) < 
0}, I (representa la corriente total que circula por el plasma) y X sou constantes positivas 
y g es una función continua sobre 10, Ifil] q ue se anula en cero y es positiva en ]O,l01]. Ell 
dicha situación la región ocupada por el plasma viene dada por {u < 0) y el conjunto 
{II 2 0) es la región de vacío. Para este problema encuentran que 
siendo G(t) = ./i’ g(s)& 
La t&nica que aquí desarrollaremos para la obtención de estimaciones sobre Iu > tl 
se basa ell la obtención de estimaciones sobre - d, 4 >t) IW~z Y en la utilización de 
desigualdades isopthnétricas para el perímetro de “De Giorgi (véase [PRTSZI,, págiw 
X3], [Ma85, página 2961, [Gi84, Definición 1.6, página 51, [FlR60]). Comenzaremos esta 
sección probando que todo par (u, F) solución de (P) verifica la propiedad info u = 
, 
UI,, = 7. Por ultimo, encontraremos algunas estimacioties de interés referentes a toda 
solución de (7’). 
En la obtención de varios de los resultados que en esta sección se muestran, neceo 
sitaremxdel siguiente resultado clásico: 
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(:Jonsideramos el problema auxiliar de encontrar u E W”~p(n) para algún 71 2 1 
-Au = G(z) en R 




siendo y 5 0 y G una función de LP(R) y p > N. Entonces la solución u de (5.2) verifica 
la propiedad dada por el siguiente teorema: 
/ 
Teorema 5.1 Sea u E M/““(fl) para algúh p ‘> N solución de (5.2). Ehmces si 
/ R 
G(x) # 0, necesariamente 
i;fu=u,,, =y 
Además, si infn u # -y, entonces 
/ 
n G(z) = 0. 
Demostración. Del teorema de Rellich-Kondrachov [Br84, Teorema 1X.19, página 
lf%] se obtiene que u E C(ñ) Por tanto, existe infn u. Si u es solución de (1.53), (1.54) 
y (IXi), entonces qsn = y. calcularemos la integral sobre R de -uAu argumentaudo 
de dos formas diferentes. En primer lugar, se tiene que 
/ 




-ude + n IVul’dz 
/ 
por el teorema de Green y de igual manera 
/ 
-Audx = - 
J 
se. 
n an av 




m dv / R 
G(x)dx 
srgh (5.4) y (5.2). Por consiguiente, se obtiene la igualdad / 
J 
-uAuds = y 
n 
/, G(s)dr + /, IVul”ds 
de (5.3), (5.4), (5.5) y ser tq,, = y. I 
Para obtener otra expresión de R 
/ 
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Demostración del Lema 5.2. En las hipótesis del lema, se tiene que 
Aplicando ~4 teorema de Fubini, 
Jiiw da i”>., Vds = /, vJ/+m X~*~R:u(z,,t)dSd~ 
uC=) = II JJ dsdx = R ni J *(ti - m)vd:c 
El resultado del lema se obtiene inmediatamente de este hecho y de (5.8). . 
Continuación demostración del Teorema 5.1. Aplicando el lema con v(x) := G(X) 
se tiene que 
J -uAudz = 1,~ R J, G(z)dzc + Jirm ds Au>., G(z)dz’ 
=m /, G(z)ds + J7,:- ds iu>.) -Aud:I: (5.9) 
donde la última identidad es consecuencia del hecho de que u es solución de (5.2) (se 
integra la ecuación que verifica u en {u > .s}). Ahora, por el Lemma 5.1, 
1;” ds Au>s, -Auds = iu>,,,> /Vul”ds = J, IVul’dz (5.10) 
(la última igual+d viene de ser lOu/ = 0 en casi todo z E {y E R : ,u(y) = m}). 
Finalmente, por (5.10) y (5.9) se obtiene la siguiente igualdad: 
J 
-uAudz = m J, G(z)dz + /, IVul*dz 
R 
(5.11) 
Para obtener el resultado del teorema, basta restar (5.6) y (5.11), llegando de esta forma 
iL que 
(y-m)LG(s)dz=O, 
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Observación 5.1 Si u E H’(R) f’ C(ñ) y G E L’(R), es conocido que 
para z E R (principio del máximo). El teorema.anterior nos asegura que 7 + ulsrr 5 
4x1 VZ. 
Como consecuencia del resultado antericir, se tiene que todo solución (u, $) de (P) 
es tal que infnu = tq,, = y. En efecto: una vez que (u, F) es solución del problema, 
definimos G,:= nF(u) + F(u)F’(u) + p’(u)!+ z E R, siendo G E U’(R) para cada î> 2 1 
por verificarse (1.53) y estar u E W”~P(Q) para todo p >_ 1. Por otra parte, kracias a 
que se satisface (1.55), 
LGdx=Jn 
aF(u)dz +j(O,v+*(O)) . ~ (5.12) 
Puesto que nF(u) _> 0 en R y en particular estrictamente positiva donde u es una 
función negativa (nF(u) = aF,,. en estos puntos), se tiene que J nF(u)dz # 0. Po1 
Iíltimo j(O,u+,(O)) 2 0 por hipótesis (kase (1.50)). Con ésto y c5.12) se obtiene que 
la integral de G sobre R es distinta de cero, en consecuencia, gracias al Teorema 5.1 
hemos probado la siguiente propiedad: 
A continuación, daremos una condición suficiente para la existencia de frontera libre 
y algunas propiedades cualitativas sobre la medida de la región ocupada por el plasma 
así como una estimación en la norma L’ de u+. , 
Sea (p, la autofunción normalizada asociada al primer autovalor X1, para el ‘operado* 
-A con condición de Dirichlet, ésto es, ‘pl E H:(R) y -A’p, = XIy sobre R. i Además, 
podemos renormalizarla de manera que XI J R cplds = 1. 
Teorema 5.2 Supongamos QUE 1 
entonces, toda solvció~~ de (7’*) satisface u+ $ 0. 
Demostración. Se procede como en [DR94, Teorema 81. La demostración sk basa eu 
la identidad siguiente: 
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donde G(u) = [Ff - 2F~(z,u;b.,)+2L;(:~,u)]~ ( no ese ‘t que u satisface la ecuación 
(3.2), i.r., -Au = nG(u) + H(u, b,,) + J(u)). Entonces 
J, V(u - y)Vvdz = /I, aG(u)vdz + J, H(u, I>,,)vdz + /, J(u)vdz V'v E H;(0). 
Eligiendo ZI = pal y considerando que /, V(u - y)V$o,dz = /,(u - y)(-A’p,)dz y que 
-ApI = XI yI sobre R, se obtiene (5.13). Para finalizar la demostración del Teorema5.2, 
argumentamos por reducción al absurdo. Supongamos que u+ = 0. Por tanto, la 






puesto que F,(s,u,b,,) = F~(z,u) = H(u,I>,,) = J(u) = 0 SI u+ = 0 (véase la definición 
de F,, F>, H y 1). En este caso, la primera integral de (5.14) es no positiva, y por 
tanto la relación (5.14) implica -y 2 F, 
/ 
nplds. Esta relación contradice la eleccióo 
R 
de y, lo que prueba el teorema. . 
Estimemos el valor 
Esta cantidad puede ser estimada en términos de 
J 
n u+dzz si consideramos que 
J n u+dx 5 I<L > 01 mp u+ 
Sin embargo, ya disponemos de la estimación ~n~x~u+ 5 S (véase el Lema 4.2). Así, 
gracias a la.última desigualdad, tenemos que 
lu>Ol>$ *u+dx. J 
Estimaremos la norma L’ de u+. Para ello, utilizamos la identidad (5.13). Si expresamos 
u como u = u+ T u- y agrupamos adecuadamente, de (5.13) se obtiene que 
donde hemos utilizado la definición H. Por (5.15), la estimación (4.50) y las estima- 
ciones dadas en Lemma 4.2, deducimos que 
Y t Fv jnapdz t J, ulj:(1L+(5),11+.(0))lfdZ 
t /, +'- Fu - lj:(,+(~),11+.(0))/4]1,d3: 
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I Mayorando por 0 la segunda integral de (5.16), tenemos que 
I 
Y+ IV/nw& I 1x1 +X 0;" blll~~ll~~<n>/n~+d~ +IIWIWIIL-(~) ' 
I 
+llaP,llL-(n)/o[~” +,lj/(,+(,),,+*(o))lt - C:]wG .(5.17) 




G = [F; - 2FI(s,u, b,,) + 2F&, uj]$ 5 [F,” + k, (u)]t , 
I 
(por el Lema 2.9) 
habiendonos basado en la propiedad IIAu(lLrn(,) 5 2’11n’~m~cn)F” de la solución u de (21) 
l obtenida mediante el proceso aproximativo desarrollado la Sección 4.1. Con$nando esta estimación con la desigualdad (5.17), obtenemos 
7 -70 - 17~CIIPIIL~(i7> - Ql < 
J (X1 + x 0;” ~hlILyrI) - n 
v+(z)dz 
(5.18) 
En consecuencia, hemos probado el siguiente resultado: 
Corolario 5.2 Supongamos se satisfacen las hipótesis del Teorema 1.1 y 5.5’. ,Cca 
(TL, F) una mhción de (‘P) bt o mida como en el Teorema 1.1. Entonces 
lu > ol > Y - 70 - +%f4lL-(n) - “0 
(XI + X yc b)llp,IIL-(n> n 
I 
- 
El siguiente resultado nos da una estimación sobre las cantidades Iu > tl cuando (u, F) 
I es una solución de (P) con j F 0 (ix., u, F verifican (1.56)) y cuando aun siendo j $ 0 (i.e., u, F verifican (1.55)), el resulatdo es válido si (u, F) son una solución,según el 
Teorema 1.1 satisfaciendo (4.54) y (4.55). Antes de dar el enunciado y su demostración, 
I conviene recoradar que si (u, F) es una solución de (P) con j E 0, entonces 
Il4~)IIL=w 5 Il4lLV)~” 
1 Si es una solución de (P) según el Teorema 1.1, entonces, por el Lema 2.9 
IlaF(~)ll~~<n> L il~ll~qq[~~+ $1; 
1 
I 
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para cada t E [infn u, sup,, IL]. En particular se tiene la siguiente estimación sobre la 
medida dc la región ocupada por el plasma:. 
Iu > 01 5 IOle~ 
Demostración. Como se hizo en la demostración del Lema 2.9, se obtiene 
Puesto que U, F verifican (1.53), I a anterior desigualdad nos da 
4~1u>tl< (-$b>ti) (~,,,)“F(“)“:“+j(l+,ii+*(O))) 
Mayorando por K (distinguiendõ si j E 0 o j $ 0), se obtine la ecuación diferencial 
47r -$lu > tj 
r( L I u>t1 
Puesto que IPu1 = 0 es posible integrar entre to y t > to en ] infn U, mpn U[ la antrriol 
ecuación diferencial obteniendo la primera conclusión. La demostración finaliza al tomar 
to = infn zl,‘t = 0 y por el Corolario 5.1 ser y = minn 21. ; 
6 “Unicidad parcial” de soluciones. 
En esta Sección se dará un resultado de unicidad parcial de soluciones para el problema 
de encontrar (u, F) verificando (1.53) y (1.54) donde se supoue, además, la condición 
de corriente nula en el interior de las regiones limitadas por las superficies magnkticas, 
modelizada matemáticamente por la familia de igualdades (1.56) donde t representa una 
parametrización de dichas superficies magnéticas. Tal condición se. supone satisfecha 
en el masco ideal debido a la estructura y disposición de las bobinas exteriores en 
las máquinas Stellarators. Un resultado de unicidad global attie, por tanto, a la no 
multiplicidad de ambas funciones u y F verificando (P), lo que parece presentar una 
gran dificultad. 
Una primera aproximación en el estudio de la unicidad de soluciones (u, F) de (P), 









































G. “lJnicidad parcial” de soluciones. 53 
Definición 6.1 Diremos que cl problema (P) tiene unicidad parcial en u si dados 
(IL, F) I/ (v, F) soluciones de (P), entonces u = v. 
Cotl esta noción de unicidad,parciaI, se pasa de estudiar el problema de partida con 
dos conlponelltes (u, F) a otro cuya única componetlte es la función u (supuesta fijada 
la función F). Esto simplificael problema. Sin embargo, al no conocer la monotonía del 
tkmino F(u)F’(u), la unicidad parcial en u presenta un gran interés. Por otta parte, 
si (71, F) es una solución de (P), g racias al Lema 3.5, la función F queda unívocamente 
determinada por u como F = F, siendo F dada por la ecuación (3.5) coll j s 0. La 
tkcnica utilizada se basa en [Pu771 por lo cual necesitaremos referirnos a la solución UJ 
del siguienté problema lineal de autovalores 
-Aw = Xc(z)w en R 
70 = 0 en Xl 1 
(6.1) 
donde c es una función que identificaremos más tarde. 
Teorema 6.1 Sea (u, F) una solución de (P) y llamemos f := F. Supongamos que la 
fuwión ff’ es lipschitciana sobre IR, es decir, 
Iff’(f) - ff’(î)l _< qt - t^l vt,i E EJ, (6.2) 
parn algwa constante IC positiva. ,Supongamos X > 0 sujicientemente .pcqueCo de ma- 
ncra que se verifiquen las condiciones 
(G.3) 
para cierta qxutante positiva C, y 
x < x2 
siendo X2 el segundo autovalor del problema (6.1) para 
1 (6.4) 
c(x) = ,ellblluyqa(z) + b(s) + F, - 
M 
C=f(M), 42 = ~ll+(nj (G.5) 
para cierta constaale positiva C? dependiendo de F,, X, IlbllL-<n> y la cpnslante de Poincaré 
de Sl. Entonces, u es la única solución del problema 
I 
-AU = af(u) + f(u)f’(u) + p’(u)b en R 
u-y E H;(R)nWP(R) l<p,<+cc ( (GJ.3 
con med{z E R : Vu(z) = 0) = 0. 
En la demostración del teorema necesitaremos de varias propiedades y estimaciones 
de toda solución de (1.53), (1.54) y (1.56), es decir, solución de (P) supuesto’j s 0. 
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Lema 6.1 Si 
(6.7) 
entonces la función f 12 estrictamente decryiente sobre el intervalo [0, esyp u] y 
estrictamente positiva y Lipschitciana en (essinf u, esssup u]. Más concretamente, se 
R R 
tiene que 
Lot) - f(t^)l í “4+‘;~;,(~, It _ q v t, î E (essinfu, esssup u] (6.8) 
* R n 
Por último, f es estrictamente decreciente sobre el intervalo [0, esssup u] 
R 
En lo que sigue denotamos h :=es$nf u y M :=esssup u, lo que está justificado al 
R 
ser u una función de L”(R). 
Demostración. Para cada t definimos la función 
G(t) = Fu - 2 s,” p’(~)L(l~ > Tl)dT 
Dado que b > 0 en casi todo punto de R, también es b,,(Iu > tj) > 0 para casi todo 
t E [ti,M] (véase el Corolario 2.2), al igual que la función p’ en lR+ (hipótesis (1.51)). 
Por consiguiente el integrando que aparece eu la definición de G es estrictamente positivo 
para casi todo T E (0, M], implicando que G es una funciótl estrictamente decrecikote y 
por tanto f = JG también lo es: 
Utilizando la estimación Ilb,,IILm(q 5 IlbjlL-<q, se llega a que 
G(t) 2 F,’ - ‘Wu=(n) J 
f+ 
p’(TP 
L 4: - A,,b,,l-(n)t; t. ,E [k, M] 
donde la última desigualdad es consecuencia de la hipótesis (1.51) sobre p. En particular, 
G(t) 2 F,” - ~l,~,,~-(n)(M)~ V t E [CL, M] 
obtenieodo que ‘G(t) > 0 con t E [k,M] g racias a la hipótesis (6.7) del lema. EII 
ca~secueocia f = v’¿? es positiva en [+L, M]. 
Si ahora tomamos ‘t, î E [ti, M], con î 2 t, 
V(l) - f (61 = LP(t) - f”(t^I = P(t) - G(î)1 = 21’ 
?>>(T)b*,(lîl > rl)d7 
fw+f(q f(t)+f(o f(t) + f (3 
< 
- - 
wllP<n>(~: - t:> _ M+ + ~+Ml~~cn> (t^ _ q 
2inf,G[m,bfI f (3) 2 i~~f,+;,,h4] f (3) 
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l 
donde la última desigualdad es consecueucia de 0 5 î+,t+ < M = u+,(O) y de la 
monotouía de f, , 
1 
El siguiente resultado muestra una estimación de esssup u+. Se recuerda que la 
R 
solución obtenida mediante el método de Galerkim verifica IIu+,II 5 “““$;‘~{F”‘“’ 
I 
Lema 6.2 Existe una constante positiva 6’ dependiente sólo de F,, X, IIBIILm(n) y la 
constantr de Poirxaré de R, tal que toda posible solución (u, F) de (P) cm ;u -, y E 
H:(O) n W/““(O) 1 5 ?> < +co, vcrijica: 
1 
u+*(O) í mlL~(n) 1 
Demostración. Supondremos que U+ # 0 pues en otro caso el resultado se v&ifica de 
manera obvia. Sea t E [&, M], entonces la función (U - t)+ es un elemento de HA(n) 
seglîn se deduce del Teorema de Stampacchia. Multiplicando la ecuación (1.53) que 
verifica (u, F) por (U - t)+ e integrando por partes, se tiene que l 
i = 
u 
>t) lO(u - t)l’dl i >,JzF(u) + F(v)F’(u) + p’(u)b](u - t)dx i 
= i:;, aF(u)(u - t)dz + J, v(z)(u(z) - t)+dj 
donde v(z) := F(u(z))F’(u(z)) + p’(u(z))b(r). Apl’ ’ d 1cdn 0 el Lema 5.2 a Ia última 
integral, / 
/,4x)(4x) - t)+dz = Jj+- +-~(u(~+t)+>~~ v(z)dî: ) 
Por otro lado, {z E R : (U(Z) - t)+ > s} = {z E R : U(Z) > t + .s} si s E [O, fco). 
Aplicando la condición de corriente nula (1.56), d e a i ua a m enor se dedpce que 1 g Id d r t _ 
,/ n 
tl(z)(u(z) - t)+da: = 0 VttE[&,M]. I 
j 
Tomando en particular t = y y utilizando que {z E R : U(Z) 2 y} = i1 (v&sr el 
Teorema 5.1), se tiene entonces que / 
I 
J, lO(u - y)l’dr = j)F(u)(u - y)dz ; (6.9) 
Mediante la desigualdad de Poincaré (véase [Br84, C 
Höldrr, se llega a que 
orolario 1X.19, págiua 1711) y de 
/ 
1) IU - yl’dz 5 P*(O) /, lO(u - -y)l’dz 5 I~2(Cl)[~(nF’(u))Zdz]’ [J, Iu - yl”dz]’ 
donde se ha convenido en denotar por P(0) 1 l 
desigualdad implica 
a constante de PoincaG de 0. Lalanterior 
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puesto que 0 5 F(u) < F,. Aplicando de nuevo la desigualdad de Hölder en la segunda 
integral de (6.9) 
y por (6.10) 
llV”lILW = llTu. - Y)IlLW í ~(~)~tMlLW . 
Tomando t = 0 y razonando de manara análoga, se obtiene que 
II~+ll~yn> I P2({, E 0 : u 2 O})Fvl&n) 5 P2(~)Full+(n) 
Y 
Iw+IILv?> 5 P(~)~*Il~llLyn) 
Basandonos en el hecho de que toda solución (u, F) es tal que med{z E 0 : Vu(z) = 
0} = 0, implica que u verifica la ecuación en derivadas parciales del problema en su 
formulación no local (3.2) según se muestra en el Teorema 3.1 (siendo además F c 
.?= expresada en términos de IL); elevando al cuadrado e integrando dicha ecuación, 
obtenenms que 
J, IAuj”dz = jna’F’(u)dz + &‘[l>- b,,(lu > u+(z)l)]‘dz 
+2 n aF(u)p’(u)[b - Lu(lu > u+(z)l)ldz J 
I c3l~ll~y*) + ~~211~lI~~(n)ll”+Il~~(n) + 4~ll~llLO”(n)~~Il~lIL~(~)ll~+lIL~(n) 
5 wll2L~(n) 
siendo C = F,” + 2X211bIl~~~n,P4(~)F~ + 4Xllbll~~(~)P(~)F~. Por tanto 
IlA&yn) 5 ~ll~ll~yn~ 
Finalmente, aplicando las inclusiones de Sobolev y el hecho de ser y < 0, deducinms 
que 
w*(O) I I/+-(n) I Ib- YIIL-(n) I C’llu - YIIqR) 
,I C’w~llL~(n> + ll~~IIL~<n> + Ib - YIILWI 
5 C’[fi+ P(fl)Fu + P2(~)F,lIl~ll~yn) ., 
Como consecuencia de los dos lemas anteriores, se tiene el siguiente 
Corolario 6.1 Supongamos que la función positiva a es tal que su nomm cn L”(0) FS 
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p(t) _ f?(i)1 5 ~~Il~llL~~~~II~IIL-~n~ It _ iI 
F(~lbllLv$ 
v t,f E [Tb, M] 
i (6.‘2) 
Demostración. El Lema 3.5 muestra que F está unívocamente determinada por u 
mediante la ecuación (3.5), es decir F = F. Puesto que por el Lema 6.2 se tiene que 
u+,(O) < klln(lLqo) y de la hipótesis (6.11) del corolario se deduce que la relación 
(6.7) del Leqla 6.1 es satisfecha, obteniéndose de éste que F es estrictamente positiva 
y Lipschitz sobre [h, M] con 
< 
- 
~~ll~llL~~n~ll~llL~~~~ ,t _ il 
F(~ll~ll~w) 
v 1, î E [Tb, M] 
donde la última desigualdad viene del Lema 6.2 ya que u+,(O) 5 ~I?‘]lnll~~(,~) y del hecho 
de ser 
F(~ll~llLw) ’ F(&-$ = 0 
por la mpnotonía estricta de F (véase el Lema 6.1). , 
Demostración del Teorema 6:l. Supongamos que 6 es otra solución coo valores 
en (-co, h]. Sea U = u - C. Definimos las siguientes funciones: / 
SI(X) = 
si u(z) # C(z) 
si u(z) = G(z) 
!72(5) = 
{ 
fJ’(4x)) - ff’(f4x)) si u(x) # qx) 
u(x) - C(x) 
0 si u(z) = C(z) ~ 
h(x) = 
{ 
p”“J;‘i 1 $(z)(X)) si U(T) # C(z) 
0 si u(z) = C(z) 
Itestando las ecuaciones satisfechas por u y G, se obtiene que CJ satisface 
-AlJ = [a(z)g,(:c) +92(z) + G(î)h(z)]U(z) en R 
lJ = 0 621 an. 
i (6.13) 
Inspirados por [Pu77], probaremos que la función diferencia Li = u -6 no cambia de 
signo en R. Argumentaremos por contradicción. Supongamos que II cambia de signo 
en 0. Por taoto, tenemos definidos los subconjuntos de R 
CL, = {x E R : U(x) > O} y R- = {x E R : U(5) < O} 
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con ICi+l > 0 y IR-1 > 0 (si IR+1 = 0 0 IR-I = 0, entonces 17 no cambia de signo y 




U(z) si z E R+ 
cdI ‘si, 5 E fl- 
donde cy es una constante positiva elegida de tal forma que ú sea ortogonal en L’(f1) 
a la primera autofunción 2u1 del problema de atitovalores (6.1) con c(x) dada por (6.5), 
es decir, cy E R tal que 






y CY > 0 ya que J,, M(z)ur,(z)di y Jn-(-l/(s))w(s)d. .c son estrictamente positivas (si 
alguna de las anteriores integrales fuese cero, la positividad de la primera autofuncibn 
w1 del problema (6.1). y el signo constante de U en R+ j R- implicaría que JR+I = 0 
ó (R-( = 0 si la primera o segunda integral, respectivamente, fuese. nula). Sea X,2 
el segundo autovalor de (6.1) siendo X2 - X > 0 según (6.4). La generación de los 
autovalores mediante el método de Rayleigh (véase [CoHi53, página 1751 o [RaTh82]) 
nos lleva a 
y por tanto que 
Agrupando adecuadamente, obtenemos la siguiente minoración de 
J 
* IVü(,)l%z: 
/, x,c(z)lü(z)~*dz 5 /, lVü(z)l%. (6.14) 
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ya que Vu+ = 0 en casi todo punto del conjunto {z E R : CI(z) < 0). De forma 
análoga, se obtiene que 
Multiplicando los dos miembros de la última desigualdad por c? y sumandi~ con la 
identidad (6.15) se obtiene que 
, 
’ (6.16) 
= n14r)sl(r) +gz(r) + b(r)h(r)]¿+(r)dz. 
/ 
! 
Considerando ahora la desigualdad (6.14) y la definición (6.5) de la función c(z), de la 
identidad (6.16) se obtiene la desigualdad 
0 2 / 
JX*c(2) - a(z)g,(zc) -g*(z) - b(z)h(s)]U*(s)dz = (6.17) 
zz 
JI 
* [&¿‘ll+-%7 -s,(~)l~(~) + [X* - h(r)lb(z) + r+ - &l} @(5)d5 
Por el Corolario 6.1 y la definición (6.5), se tiene que 
donde la última desigualdad es debida a la hipótesis (6.4). Gracias a (1.51) y la 
definición de h, se tiene que AZ - h(z) 2 X2 - X para casi todo z E R, y pkx (6.4), 
AZ - h(s) > 0 para casi todo zc E R. Finalmente, por la definición de ~2 y la hipótesis 
(6.2) y (6.4), se llega a que 
. 
En consecuencia, 
para casi todo z E R, llegando a una contradicción con la desigualdad (6.17). Por tanto 
II no cambia de signo en R. 
Dado que ci no cambia de signo, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que 
II 2 0 en 52, esto es, u 2 II en 0. Sea CL+ = {z E R : u(r) - C(z) > 0). Puesto que 
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gracias a hmonotonía estricta de / sobre [0, &llall~zcq] (C oro ario 6.1) y el hecho de 1 




¿J”dtf = - UR &L J Audz = AUds = - >û& R J R nf(u)dz < J Raf(û)dz - J R J an c)lL 
al considerar la coIldición de corriente nula dada por la ecuación (1.56). Finalmente, 
J d”dí! > /,, gdt. an dn 
Sin embargo, necesariamente $u 5 g en X2 por ser u = t? en iìR y u 2 û en 6~2; 
Ilegaxldo de esta forma a una contradicción con la relación (6.19). En consecuencia 
IR+1 = 0 y por tanto u = ~2 en casi todo punto de R. 
Por último, si u+ = G+ = 0 entonces u y 6 verifican el problema 
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Soluciones BV de un problema de 
difusión no lineal. 
En este capítulo se presenta un estudio analítico del.problema de Caucby- 
Ikichlet asociado a la ecuación parabólica cuasilineal 
y - div{lVu - k(b(u))elP-‘(Vv - k(b(u))e)} t y(qu) = f(t,z) 
obtenida inicialmente a partir de la ecuación de continuidad (conservación de In 
masa) y de la ley de Darcy no lineal de un fluido incompresible que fluye en un 
medio poroso. 
F’revia presentación de algunos resultados técnicos se establece el resultado 
principal de este capítulo concerniente a la comparación (y por tanto unicidad) 
de soluciones tales que la derivada temporal de b(u) es una medida de Radon 
acotada (ix. b(u) E EV,(&)). Mediante un proceso de regularización parabólica 
y ciertas estimaciones a priori, se obtiene la existencia de soluciones poseyeñdo 
tal regularidad. 
1 Introducción. 
Sra fl un abierto acotado de IRN (N > 1) con frontera regular 69 y sea T un número 
real positivo. Denotamos por Q al cilindro ]O,T[xR de EN+’ y por C su frontera 
parabólica 10, T[xdR. Cosideramos el siguiente problema 
T - diiv qS(Ou - k(b(u))e) + g(z, u) = f(t, 3) en Q, (1.1) 
u(1,z) = 0 en C, (14 
40, x) = Q(Z) en 0, (1.3) 
donde: por comodidad, denotamos por 4 la función vectorial 
4(E) = IWE V’IELRN (1.4) 
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y donde 6 es una función continua no decreciente. Las funciones k y g(z, .) se suponen 
continuas satisfaciendo hipótesis adicionales que detallaremos mas tarde. Por e deno- 
tamos un vector unitario de lRN. Las condiciones estructurales de la ecuación (1.1) 
vienen dadas por la elipticidad del operador de difusión (notese qu@ ~,4 es ua funci6n 
mollótona de RN eI1 RN) y la 1n0110t011ía de 6. 
1.1 Formulación y modelos: motivaciones físicas. 
Problemas como el presentado anteriormente (a veces en versiones particulares) apare- 
cen en la modelización de numero& fenómenos físicos relacionados entre otras situa- 
ciones, con la descripción de la saturación de UII fluido en un sólido poroso, modelos de 
conducción del calor con coeficientes dependientes de la temperatura, etc. Considera- 
remos aquí dos de ellos con algo más de detalle a modo de ilustración. 
El estudio de la filtración de UII fluido incompresible a través de un ~medio poroso 
viene d&crito (para velocidades pequeñas del flujo) por la ley de Darcy 
IJ = -K(B) grad Q>(B) (1.5) 
y la ecuación de continuidad 
80 
dt+divv=O. (1.6) 
Aquí TI representa la velocidad de filtración del fluido, 6’(t, z) es el contenido volumétrico 
de humedad, k(B) 1 a conductividad hidrostática y @ el potencial total, el cual puede sel 
expresado como suma del potencial hidrostático ,$(0) y un potencial gravitacional z 
@ = qb(S) + z 
(véase (Be72]). Sin embargo, es bien conocido que la relación (1.5) no es adecuada en 
la descripción del flujo en regímenes turbulentos. Para situaciones de este estilo, la ley 
de Darcy ha de sustituirse por una relación no lineal entre v y K(B)V@ del tipo 
(v~~-~w = -K(O) grad Q(8) para algún q > 2 (1.7) 
(véase [A%9], (HB821 y [Vo69]). S’ , 1 e denota el vector unitario en la dirección gravita- 
cional y si definimos 
y(B) = Jo8 K(s)@‘(s)ds, p = 5 
(notese que 1 < p < 2), entonces de (1.6) y (1.7) obtenemos la relación 



































Las funciones ‘p y K son dadas experimentalmente y es común que sean crecientes. 
En particlllar si el medio no está saturado, el perfil de io es el de una función estric- 
tamente creciente. Eu este caso la función u = (o(B) satisface la ecuación (1.1) con 
1~ = p-’ y g = f = 0 (k = IC). El efecto de absorción de las raices de las plantas puede 
provocar la aparición del término no lineal g( z, IL) en la ecuación anterior (véase [C:83] 
para más detalles). En particular, si p = 2 y N = 1, la ecuación (1.8) es conocida en 
la literatura como la ecuación de Fokker-Plank no lineal y ha sido tratada por varios 
autores (véase [K87], [DK87], [G89] y sus referencias). 
Otro ejemplo donde aparece la ecuación (l.l), en el caso unidimensional, corresponde 
al estudio del Rujo de un fluido compresible en régimen turbulento en un medio poroso. 
Seg~ín Leibensoo [Le451 se llega a (1.1) con IC = g = f = 0 (ver tambi& [EV%])) y se 
ha de tomar 
b(s) = s”7n y m > 1 
En este caso, si llamamos TJ = b(u), v representa la densidad. Los valores típicos de r> 
sou 11 = 2 para flujo laminar (no turbulento) y 3/2 p ara flujo turbulentos. Seiialamos 
que en el caso laminar p = 2 se obtiene la ecuación 
av p,p 
z = a2G 
(1.9) 
que para m > 1 es conocida popularmente como la ecuación de los medios ~m&os (vease 
[EV881 y sus referencias). La ecuación (1.9) se obtiene eu otras nulchas situaciones. 
Describe, por ejemplo, el calor radiado en un plasma ionizado [ZH.fX, capítulo lo]. Si 
0 < m < 1, (1.9) es conocida como la ecuación de difusión rápida. Es también de notar 
que si m = 1 y p = 2, resulta la ecunción lineal del calor. 
Modelo 2. Flu$xs turbulentos en conductos largos. Sean p, I’, TJ y 2’ la densidad, 
presión, velocidad y temperatura de un gas perfecto que fluye a, trav& de un conducto 
largo. Suponemos que estas funciones dependen del escalar 5 (la distancia a lo largo 
del tubo) y el tiempo t. De las leyes de conservación de la masa y del momento lineal 
se obtiene el sistema 
(1.10) 
(1.11) 
tras haber considerado la ley constitutiva P/p = 2’. El término $pltlu representa las 
fuerzas de fricción con las paredes, donde X es la constante conocida como coeficiente 
de Darcy-Weissbach. Mediante nAodos asintóticos, Díaz y Liíian muestran en [DL89, 
piginas YFi-1191 que si la longitud L del conducto es adecuadamente mayor que el 
di;lmetro U de una sección transversal del conducto, para valores de tiempo grandes, 
es posible despreciar los t&minos p$ + puE frente a los otros valores de la ecuación 
(1. Il) obteniendo así la ecuación 
(1.12) 
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Si definimos ahora u = IPJP, entonces u satisface la ecuación (1.1) con e = la’F3gn.u; 
k = 9 = f = 0 y p = i. Por último seíialemos también que la presencia del tSrm¡llo 
g(x, ,u) está motivada por el estudio del comportamiento de soluciones cerca del tiempo 
de extinci&~ [DL89, Teorema 31. 
Elprohlema (1.1) (1.2)y(1.3)1~ d I* si o estudiado recientemente por Día.z y de Theliu 
en [DT94]. En este trabajo se presenta IXI estudio del comportamiento asintótico de las 
soluciones del problema (l.I), (1.2) y (1.3), así como un resultado de comparxibn: y 
por tanto, de unicidad de soluciones débiles acotadas de (1.1) bajo la hipótesis ?$$ E 
L’(Q). El principal objetivo de este capítulo, es obtener un resultado dc compitrnci<ju 
(Teorema 3.1) bajo una. hipótesis más general: F es suplesta UTI& medida de rb,don 
acotada en Q, es decir, I>(,u) E SV,(&), j un 0 con una hipótesis adicional sobre la medida t 
nula. del conjunto de puntos de discontinuidad aproximada de u. 
Las soluciones d&biles (acotadas) de (l.l), (1.2) y (1.3) q ue verificau b(‘u) E U&(Q) 
Ia denominamos .solrrcioa~~ B V (BV-solutions) introduciendo esta noción en la .Sul:~- 
sección 1.2. 
Esta regularidad fue ya introducida en el estudio de otras ecuacioues por A.J. 
Vol’pert y S.I. Hudjaev en [V67, VI-JUGO, VHu85] y recientemente por Y. .lingxlle 
[.J89; .J<)Oa, .J9Ob, .J92a, J92b]. Tales autores trabajan eu el espacio de funciones cuya 
tlerivu~a gener&zada es una medida. de Radon acotada en Q (o localmente xota,da 
si Q =]O,T[xR?), espacio al que usualmente se le conoce como el de fu~~cio~~rs dc 
un-iación acotada HV (bo’unded ~uariatiou juwtio~~~). Paralelamente, eu los líltimos 
allos (véase referencias en secciones posteriores) G. Gagneux, M. Madaune-Tort, Ph. 
Benilan, R. Gariepy, 1-I. Tonré, .J.B. Betbeder y G. Vallet entre otros autores, trabajal 
con la clase de soluciones BV(O:í’; L’(R)), aunque sielnpre suponen p = 2. Recientr- 
men(;e en [GM94] los autores prueban un resultado de unicidad para soluciones d&bilos 
mediante el estudio de soluciones de tipo Kruskhov (soluciones que satisfacen cierta 
condición de entropía) cuando el operador elíptico es el laplaciano (p = 2), 6 es Höllde~ 
colltimla, 6-l es continuamente derivable y sobre la función I*,b sólo se requiere que sc:ä. 
m3ä funci&l continua (nótese que sin embargo en esta memoria supondremos que k,l> es 
Hölder continua (1.16)). La obt ención de dicho resultado se inspira en la t&:nica previ- 
amente desarrollada por Carrillo en [C86]. Seíialemos que no es claro que esta t&:uica 
se aplique al caso p # 2. Eu la Sección ‘2, despu’& de presentar algunos resllltados 
sobre medidas, mostraremos que las dos clases de funciones S&(Q) y BV(O,T; L’(0)) 
coinciden. Finalmente, en la Sección 4, se da un resultado de existencia de soluciones 
débiles verifica~~do b(u) E HV,(Q) bajo la hipótesis (1.15) sobre I>, q ue engloba el caso 
pxticular b-’ localmente Lipschitz. Al final de la Sección 3 y Sección 4, se muestra 








































1.2 Noción de soluciónes BV. 
Ilado 1111 espacio de Banach B y si llamarnos B’ a su dual topológico, deu’otaremos 
por (., .)H,R, el producto de dualidad entre B’ y B. Consideraremos el espacio de 
Sobolev Whxn(n) = {u E W’,P(0) : u = 0 sobre 30) y W-‘,+(n) su dual, donde 
p > 1 y $ + $ = 1. Llamando X = LP’(O,T; W-“P’(a)) + L’(Q), se tiene que 
X = U’(O,T; WA”(fl)) n L”(Q) y la dualidad (., .) X,X, debe ser entendida como 
donde h = h-, + h1 con hkl E Lp’(O,T; W-‘xp’(0)) y hl E L’(Q). 
Se define el espacio de funciones de variación acotada respecto a t como 
BK(Q) = {u E L’(Q) : $ E Mb(Q)} 
donde Mb(Q) es el conjunto de medidas de Radou acotadas sobre Q (véase más detalles 
en la Sección 2). 
Hipótesis sobre los datos. 
En todo este capítulo supondremos las siguientes propiedades sobre las distintas fun- 
ciones que aparecen en la formulación del problema (l.I), (1.2) y (1.3): 
d(E) = IW’E V’E E RN, P > 1; ,(1.13) 
b : fR -i R, continua, estrictamente creciente y b(0) = 0; ~ (1.14) 
b = X1 b, + Xzbz, con bl, 01 continuas estrictamente crecientes 
X1, AZ 1 0, y r>;l, bz localmente Lipschitz 1 
(1.15) 
k : R + R, continua, k(b(.)) H”ld 0 er continua de exponente y 




g : RxR -f R funcióo de Caratheodory, Ig(z,.s)l 5 w(l.sl)(l+d(:c)) 
con d E L’(R), w continua y creciente; 
(,,17) 
g(zc,.s,) - g(z,.s2) 2 -C*(b(s,) - b(sz)) V’s,, .sz E R, s, > sz 
con C* > 0 independiente de SI, ~2; 
(1.18) 
f E L’(Q); (1.19) 
uo E L”(R). (1.20) 
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Observación 1.1 La hipótesis (1.15) : I 50 ,re la función ll engloba el caso b-’ IocalInrtr 
Lipxhitz (X2 = 0) y el caso b localmente Lipschitz (XI = 0). 
A coutinuació~~ damos la formulación variacional del problema (l.l), (1.2) y (1 .:S). 
Esta es una. variante de la introducida por Alt y Lnckhaus en [AL831 y Posteliorlnctlt<~ 
utilizada por Díaz y de Thelin en [DT94]. 
Definición 1.1 hmros que wm fmciór> u definida solm Q es ~umz solución débil 
acotada del pmblenm (l.l), (1.2) y (1.3), si 
u E U’(O,T; !@‘(~)) n L-‘(Q) (1.21) 
F E LP’(o,T; W”“‘(fi)) + L’(Q) 
(¿)bo 
at ’ v)x,x, + JJ oT *(b(u) - b(u,))$ = 0 
panz todo u E L’(O,T; L@“(n)) n L==(Q) n M/i~‘(o,T; sC’(f con ,o(T;.) = 0 y 
(1.22) 
Si ;tdemás pedimos que la función 
+LJ <71 sea MH. medida de Radon acotada sohw Cj 
se tiene la siguiente definición: 
Definición 1.2 Sea u ma soluc&t débil acotada del problema (l.l), (1.2) y (1.3). 
Diremos que u es una solución BV de (l.l), (1.2) y (1.3) .~ 1 CL ac emús de ~~eriJ¿cmx 
(I.,Bl), (1.22), (1.23) y (1.24) se tiene que 
b(u) E BK(Q) (~1.25) 
Observación 1.2 Nótese que por (1.17); y(z, u) E L’(Q) y que b(n) E L”(Q) (I.cs~(-~c~ 
tivamente b(,u”) E L”(Q)) d a o c ue u E L”(Q) (~espectivamente’uo E L”(R)). Nbtesr d 1 
que se podía haber supuesto más general que f E X. 
af4u1 Seilalamos el hecho de que si ~ 
dt 
es una medida de Radon acotada. s«hw Q: 
entoces la dualidad cutre los espacios X y X’ queda también representada mediante: la 























2 Resultados Técnicos Preliminares. 
El objetivo principal tle esta sección es presentar algunos resultados técnicos sobre las 
l’unciones integrables en Q y cuya derivada temporal en sentido de las distribu+ones es 
una. medida de R.adon acotada, clase de funciones a la que hemos denotado por SVt(Q) 
según la notación utilizada por Jiogxue en los trabajos [589, .190a, J90b, J92a]. Cometa 
zaremos recordando la definición de tales medidas siguiendo los trabajos de Vol’pert 
[V67, VHu85] y Federer [FC>91 entre otros, asi como la noción de funciones de BV(S) 
C~II S subconjunto abierto de un espacio topológico abstracto V. Un punto de vista 
complementario es el presentado en Brezis [Br73]: considera la clase de funciones de 
variación acotada de una variable real con valores en un espacio normado X, a la 
qtie denotaremos por BV(O,T; X). En particular si el espacio X es L’(R), sc obtiene 
el cuadro funcional de los trabajos de Benilan y Gariepy [BG93a], Benilan y Touré 
[BT94a, BT94b], Gagneux y Madaune-Tort [GM92a, GM92b] y por último Betbeder y 
Vallet [BV93a] entre otros autores. Sio embargo, mostraremos que los espacios S&(Q) 
y BV(0, T; L’(R)) son en realidad el okm~o, consiguiendo así unificar criterios y euglo- 
bar bajo el mismo marco funcional tanto los nktodos desarrolados por Vol’pert como 
los seguidos por Benilan o Gagoeux. No obstante, las propiedades requeridas para la de- 
mostración del Teorema 3.1 serán probadas desde el primer punto de vista (en [GM92a] 
se plantean custiones similares en el marco funcional de funciones de BV(0, T; L’(R))). 
2.1 Primeros resultados sobre medidas. l 
Come~rzamos recordando las nociones de medida regular y medida de Radon (ambas 
sigmdas) , fo v’ como IIIILI~II~~ aditivas de conjuntos definidas sobre una u-algehra ‘A de une 
mpacio topológico V con valores cm R verificando adecuadas hipótesis adiciohales que 
det,allaremos a continuación (véase por ejemplo [VHu85, Cápitulo 21, [R, Cápitulo 1 y 
21, [Fö9, 2.1 y 2.21, [Mu71, página 1351, [M86, 1.4., 1.5 y 1.61). Debido a la natukaleza de 
nuestro problema, nos limitaremos a considerar V como RN+‘. 
Por S denotaremos un subconjunto abierto dado de RN+’ que supondremos acotado 
(más tarde S será el cilindro 10, T[ xR). Si IL es una medida sobre una g-algebra A de 
,$, diremos que el subconjunto E c .S es p-medible si E E A. 
Definición 2.1 ([VHuS5, página 691) 
I/(/I, E)=sup 2 Ip( : {Ei}:‘=, c d d. j 
C 
zs un os t dos a dos y tnles que E, c E 
i=l 
72 II. Soluciones BV de un problema de difusión no lineal. 
5’. ha medida LI se dice de variación acotada (o sknplemente acotada) sobw ,S, 
si v(p, .S) < OO. En ese caso se denota por IIplI al valor de I/(P, ,S). 
Siguiendo la notación tle Vol’pert y Hudajaev, denotamos por CA el conjunto de 
todas las medidas de variación acotada definidas sohre una v-álgebra d cou valores 
en EL. Dotanclolo tle las operaciones suma de meclidas y producto por uu escalar, el 
conjunto C.4 es UI espacio vectorial. Para toda p E CA la aplicación llpI = I&S) 
define una norma eu CA. Además, tlicho espacio es completo para esta norma [VHu85: 
Capítulo 2 $1.4]. 
Definición 2.2 ([Vl-lu%, página 761) Sen p wm medida sobre .S, se dice que p es ~wzm 
medida regular si 
1. Todo co~~~jwdo abierto de S es p-medible 
2. Parn todo conjunto p medible E ;y todo E > 0 existe un abierto G y un cerrado F 
ta1 que 
FCECG, v(p, G - F) < E 
En vista tle la, tlefinición anterior, cl dominio <le una nleditla regular lo constituye la 
“lll(XlOl.” a-algebra que contiene a los sulxonjuntos abiertos de S. A esta O-algehra se 
la cot~~~;r como la a-algebra de Borel de S y a cada conjunto de esta algehra se 1~: 
Ila~na conjunto de Borel. Diremos que la medida p es una medida de Borel si todo 
conjunto de Borel xi’ LS p meclible. Eu particular según el punto 1 tle la Definición 2.2, 
toda medida regular es una medida de Borel. 
Ell consecuencia, toda medida tle Radou, será una me&& regular mientras que el 
reciproco en general 110 es cierto. Sin embargo, una medida de Bocel regular localme~~tr 
finita es también una metlitla tle Raclon (esto en general no es cierto si los cerrados y 
acotatlos no sou siempre compactos, véase [MS6, Corolario 1.6 página 91). 
Observación 2.1 Según las definiciones y propiedades anteriores, toda medida (sig- 
nada) reyrln~ acotadn .yobre S c RN+’ es una medida de Radon acotada sobre S’. 






















2. Resultados Técnicos Preliminares. 73 
todo funcional lineal T sobre el espacio C(S) con la norma del supremo, existe una 
Iínica medida IL E Mb(S) que lo define en la forma 
T(h,) = J, hdp (2.1) 
para cada función h E C(,5’), via el Teorema de Representación de Riese (véase [E92, 
página 491, (F69, 2.5.13. página 1061, [R, p’g’ a ma 461, [VHu85, página 1181). Es decir, 
Mb(S) es el dual de C(s). 
2.2 Los espacios S&(Q) y BV(O,T;L’(fi)). 
IIedicaremos esta subsección a la presenta&11 de los espacios Il&(Q) yBV(0, T; L’(R)). 
Mostraremos la equivalencia entre ambos espacios. Introduciremos las nociones de com 
tinuidad aproximada, representante boreliano de una función integrable (mean value, 
[Vü7, $4 páginas 24.0-2451, [VHu85, $5.6 páginas 181-1851) y 1, à composición pronledio 
(a.vcraged superposition, [VHu69, páginas 246-2471) r UI como algunas de las propiedades 
mils relevantes que utilizaremos posteriormente. 
Sea u una función integrable sobre un subcoujunto 5’ de RN+’ abierto y acota- 
do. Supongamos además que existe una medida de Radon (signada) acotada k; (; = 
0: I,2; , N) tal que para toda función arbitraria ‘p de soporte compacto y continua- 
mmtï diferenciable eu S (diremos que p E CE(S)) se satisface la siguiente igualdad: 
Entonces decilnos que la derivada generalizada de la función u con rdspecto a 
la variable ZC~ es la medida regular pi sobre 5’. En ese caso adoptamos la notación 
para toda función h medil~le e integrable cou respecto a pi. 
El tratamiento de las derivadas generalizadas como medidas nos permite considerm 
arlas como aplicaciones lineales. En efecto, el segundo miembro de (2.2) define sobre 
CE(S) una aplicacióo lineal con valores en IR que es continua si la medida IL; es acotada 
eu .S. Además dicho funcional tiene por norma II/LII. C ‘omo consecuencia del Teorema 
de Hahll-Banach y del Teorema de Representación de Riesz, se tiene que si u es una 
función definida e integrable en S, una condición necesaria y suficiente para que 
la derivada generalizada 2 sea una medida de Radon acotada eli S es que 
para cada ~p E CE(S) se tenga la siguiente estimación 
I 
I 
II. Soluciones BV de un Droblema de difusión no lineal. 
Se ha. introducido el espacio BV como uu espacio de funciones cuyas derivalu 
generalizadas son medidas. Sin embargo, existeu otras posibilidades de definirlo. En 
particular, en el caso de funciones u de Ia, b[c IR en R (con a < G números reitles) se 
wele definir el espacio de funciones de variación acotada como el espacio de funciones 
tales que la. variación de u sobre [a, b] definida por 
1. 
lli 


































es finita. Sin embargo en algunas situaciones, esta definición tiene algunas desventajas. 
Mientras que la integral uo sufre cambios cuaudo alteramos una función sobre conjuntos 
de medida cero, la variación puede ser afectada incluso al variar el valor de la función 
en un punbo. Para evita.r este inconveniente, se trabaja con funciones integrables eu 
]q b[ y se define la variación esencial de u sobre la, b[ a la que denotamos pop 
essVabu y SII definición depende del concepto de continuidad aproximada. huimos 
la noción de punto de continuidad aproximada en uo caso más general: 
Definición 2.6 Sea un espacio métrico (X, dx) y sea p una medida sobre X con valores 
en otro espacio métrico (Y,dy). Se dice que îlna función u definida sobre X tornando 
oalores cn Y es ~-aproximadamente continua en x0 E X si I/ solo si u est$ dejiGda 
en 50 y para cada E > 0 el coujmto E = X \ ~‘{y E Y : dy(y,u(zo)) > E} tiew 
densidad 0 CTI :co, donde la densidad de WL conjunto E en UIL punto :co con respecto a 
IL es definida como el valor del 
y H(cc,,,v) = {:1: E X : dx(s,zO) <T}. 
Decir que u es a.proximadamente continua en zO es equivalente a decir que ‘el límite 
aproximado de u en x0 es U(Q), véase [F69, 2.9.121 y [VHu85, páginas 162-1691 en el 
caso particular X = RM, p la medida de Lebesgue C”” e Y = IR. En estas referencias 
puede encontrarse la definiciln de límite aproximado. 
Observación 2.2 De la definición anterior se deduce que la continuidad aproximada 
en un punto, queda inalterada ante cambios de la función sobre conjuntos de ~-medida 
cero. 
Observación 2.3 La medida del conjunto de puntos de continuidad aproximada es 
planteada en el Teorema 2.9.13 de [F69] q ue asegura que 21 es p-medible si y solo si IL es 
~tl~~oximatl~unente continua eu Il-casi todo punto de X (véase tambih [E92] Teorema 1, 
pzigina 47). Sin embargo esta regularidad aún no es suficiente para probar el +ltado 
principa,l de este capítulo (Teorema 3.1). 
Volviendo a considerar el caso de funciones reales, se define la variación esencial 
de u en Ia, b[ como 
essvpzl = sup{~ Iu - ~(t;-~)l : rn, E NV, a < tO < tI < < t,,, < b 
i=l 
cada t; con ti punto de continuidad aproximada 1. 
(2.5) 
,u<~‘dt : ‘p E Ci(a, b), II~lILm(,,bI 5 1 = essV,“u .: (2.6) 
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Por tanto ‘II E BV(a, b) si y solo si essVju es finita [E92, Teorema 1 página 2171. 
Es posible extender los conceptos de variación total y de variación esencial a fllw 
ciones integrables en un intervalo con valores en un espacio de Rana& Y [F69, 2.5.16 
y 4.5.101). Particularizando para Y = L’(R) se tiene que la variación de una fimci&~ ‘II 
definida sobre [O,T] con valores en L’(R) viene dada por 
VmjîL, [O,T]) = sup 
{ 




(véase [Hr73, Definición 2.A] y [F69, 2.5.161). L- :I ,‘fi d c au cacióu de las funcio11es de L’(Q) 
atetldiendo a que la variación esté 0 no acotada, nos lleva a la siguiente definición: 
Definición 2.7 Sea u E L’(O,T; L’(R)). Si Va+, [O:T]) < ca se dice que u rs ~WI~O 
función de variación acotada de [O,T] con dores en L’(O) y el eqmcio dc 
tules fmctom se designa por RV(0, T; L’(R)). 
Esta es la noción del espacio BV(0, T; L’(R)) utilizada por Gagneaux, Madaune-Tort; 
Hetheder , Vallet y Benilan, Gariepy y Touk en las referencias mencionadas. Sin 
embargo, como ya hemos comentado anteriormente, la variación total podría variat 
según el representante elegido de la clase de funciones que sou LN+‘-casi todo punto 
iguales a. ‘u. Por tanto convendría dar una definición de la variación válida para todos 
los elementos de dicha clase de equivalencia. Se define así la variación esencial COIIIO 
se ha 11er:ho para la variación total en (2.7) pero eligiendo los puntos to,tl,. ;t,,, de 
Cl-continuidad aproximada de u y con 0 < t. < t, < < t,,, < 2’ [F69, 4.5.101. No 
obstante, la Proposición A.5 ;) + iii) de [Br731 p ermite concluir que 
donde fi es una constante positiva independiente de ‘p. Tomando el infimo de estas 
constantes K verificando (2.8) se obtiene la Vw(u, [0, T]) [BG93a, L ema 2.1 y Definición 
2.11, que coincide con /,i$ ,. ’ ~:c segun Id notaclon Introducida en la página 74. En eslk 
ih 
sentido, seglîn el Teorema 4.2.2 de [VHu85] página 150, la derivada generalizada 7 
dt 
define una medida regular acotada sobre Q y por consiguiente se tiene la inclusión de 
BV(O:T; L’(R)) en SV,(Q). L a implicación G;) + i) de la Proposición A.5 de [Br731 
junto con el anterior Teorema de [VHu85], prueba la inclusión contraria y por t;at~to 
la igualdad BV(0, T; L’(R)) = S&(Q). Este hecho nos permite entender las funciones 
de L’(Q) cuya derivada generalizada es una medida regular acotada como fmlcioueis dc,: 
HV(O,T; L’(f2)) y viceversa. 
Dado que trabajaremos con la clase de funciones u t BV,(Q)(= BV(O:T; L’(f2))) 
para las cuales g es una medida de Radon acotada en Q y nos veremos en la necesi- 




















2. Resultados Técnicos Preliminares. 77 
fnución u sea medible respecto de la medida de Borel $. Para ello hemos deasegurar 
que ‘0 es IIK+ función de Borel sobre Q. SiI1 embargo, esto en general no sucede para fun- 
ciones cualesquiera de L”(Q). P. aa subsanar este problema, siguiendo a Federer [F69], 
es posible definir para toda z) en Ll(Q) (y por consiguiente de L”(Q)) dos funciones 
borelianas X,, y pu con valores en R definidas respectivamente como los límites LCNf’- 
aproximados inferior y superior de la función v en el siguiente sentido (la defihición de 
X,, y /“TJ puede encontrase eu [V67], [F69] y también en [E92, s5.9 página 2091: en el 
Teorema 4.5.9. punto (2) de [F69] y en el Lema 1 página 210 de [E92] se prueba que 
son funciones borelianas): 
pu(t, z) = inf{a E R : lim 
r-Cl+ 
.CN+‘(B((t,z),v)n {(.s,y) E Q: v(s,y) > o = o> 
yN+ 
Y 
X,,(t,:c) = sup{a E R : lim 
r-Cl+ 
L~+‘(B((G zL1.1 n {(.s, Y) E Q : 4.5, Y) < ã = o> 
1N+l 
De esta dehici&, se deduce que en aquellos puntos (t, z) E Q donde sean finitos los 
valores de X,(t, 3~) y ~“(t, z), se tendrá que X(1, CC) < p,,(l, z). Además, la desigualdad 
será una igualdad eu los puntos de continuidad aproximada. 
Definiendo ahora G := i(pu + X,), se tiene que G es una función boreliana; y por 
consiguiente medible con respecto a a- 
Na’ 
En general, el cotljunto de puntos de Q 
pwir. los que existen X,, y AI<, tiene .C +‘-medida total en Q. A estos puntos, se les 
llama regulares. Sin embargo, solo si u E SV(Q) se ue e drautizar que el conjunto p d g’ 
de puntos no regulares tenga medida 3íN-dimensional cero [VHn85, página ,178] (IHN 
denota la medida de Hausdorff N-dimensional). 
Dado un punto regular de u puede suceder que X, = pu, denominandose a dicho 
punto, punto de continuidad aproximada (véase [VHu85, Definición 2 página 1691 y 
también la Definición 2.6 de esta Memória), o bien que sean distintos, constitliyentlo un 
punto de salto de r). En general, para cualquier ‘u E L’(Q), 21 es ~N+‘~apI.oXiInadament~ 
continua [E92, Teorema 3: página 471, siendo por tanto V = u para L”‘+‘-casi tho punto 
de Q [F69, Teorema 2.9.81. Además se verifica que p ,, = kV y X, = X, en todo punto 
regular (kase la página 209 de [E92]). Al conjunto de saltos de u lo denotamos por r,,, 
quedando definido como 
I’,, = {(t, CE) E Q : (t, z) es un punto regular y &,(t, :c) < pu(t, CC)} (2.9) 
Si además z) E SV(Q), para RN-casi todo (t, z) E Q se tiene que -00 < X, 5 p,, < OO 
y si v E Lm(Q), para todo (%,z) E Q se verifica que 
- biIL=(Q) 5 ‘b(h z, í dt, z, 5 ~~~~ILm(Q) (2.10) 
drducieodose la estimación I~(t,z)[ 5 I[v~/L~(Q) para KN-casi todo liunto de Q (por 
el Lema 2.4 del próximo apartado obtendremos la $integrabilidad de U cuando u E 
L”(Q) [F69, Teorema 4.5.9. (3)] y [E92, Teorema 2 página 2111). 
El siguiente aspecto que consideraremos atace a la composición de funciones. Sea 
h una función continua de IR en R y u E L’(Q). P ara cada punto regular (t, z) de u, 
I 
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se define la cmqxxición promedio (averaged superposition [VHu85, Capítulo 4. $6.21) 
h(,u) en (t, z) con10 
h(t@,z)) = s,’ h(pLu(& 2)5 + X,(t, z)(l - .s))ds (2.11) 
ConsecllelltemelIte, si (t, z) es un punto de continuidad aproximada de 1~: se tiene que 
pu(t,zz) = x,‘(t,z) y por tanto que h(u(tp)) = h(u(t,:C)). Puesto que u es llN+‘- 
aproximadamente continua, se verifica que h(u(t, z)) = h(u(t;z)) fZCN+‘-casi todo punto 
de Q. En particular si u E Bk’(Q), 1 a composición promedio h(,u) esta definida KN-casi 
todo punto de Q y si u es ‘HN-aproximadamente continua, se tiene que h(~u(t,z)) = 
h(u(t, CE)) ?tHN-casi todo (t, z) E Q. 
2.3 Algunas propiedades del espacio BK(Q). 
Se presentan a continuación algunas propiedades de las funciones de S%(Q) que serán 
de utilidad en la demostración del Teorema 3.1. Los resultados que aquí se persigueu 
(Proposiciones 2.2 y 2.4) ya han sido obtenidos por Gagneux y Madaune-Tort en 
[GM92a] eu el marco funcional de funciones de BV(0, í”; L’(R)). No obstante: dare- 
mos aquí otra demostración de estos resultados a partir de la definicih de BVt(Q) 
(recuerdese que eo la sección anterior se mostró que anhos espacios coinciden). 
Introducimos la siguiente notación: Dada u : 10, T[ x n -+ Ei! y fijado 5 E 0, se define 
la función de t, “CC)(t) = u(t,z). Por ess Vo Tu(z) denotaremos la variación esencial de 
ucz) como función de t. 
Demostración. Definimos la función f(t, z) = 
i 
ZL(~, z) (t, x) E Q 
0 (t, :c) E @‘+l \ Q y “d- 
camos el Lema 1 página 219 de [E92]. . 
IJna de las propiedades más importantes de las funciones BV es la selrlicontinllil:lacl 
(v&se el Teorema 1.9 de [Gi84.]) q ue es también cierta para funciones de S&(Q): 
Lema 2.2 S’cn {,uJ}~, una sucesión de fu~~cio~~.s ~TL S&(Q) QUP COTITJE~:(/F cu L’(Q) n 






















Se ol,tiene (2.12) al tomar el supremo en ‘p. . 
El siguiente paso es aproximar en algún sentido, una función de S%(Q) por kmciones 
regulares. Puesto que el cierre de las funciones C”(Q) con norma 111 111 (Gase la 
página 74 para recordar su definición) es W”‘(O,T; L’(R)) y dado que no toda. función 
de H&(Q) es de W’l’(O,T; L’(R)), en general, si u E S&(Q) no tiene porquk existir una 
sucesión {uj} c C”(Q) tal q ue uj converja a u en L’(Q) y tal que JI Q ~-~l,iuO. 
Sin embargo, se tiene la siguiente propiedad: 
Proposición 2.1 Sea u E RV,(Q). E 17, onces t eziste una suces&,. de funciones {‘fLj}y=, 
en CC”(Q) tal que 
IJ 
Demostración. Una. adaptación de la demostración del Teorema 1.17 del libro de 
Giusti [Gi84] nos permite probar la Proposición anterior (tomese el operador $ en 
lugar de dia). , 
l 
Proposición 2.2 Sea u E L’(Q). C .t d 11onces u E SVt (Q) si y sólo si miste uso. constm- 
te M > 0 ta1 que K J es~V~~u~“kz 5 M pava todo compacto IC c R y todo 0 < a < b < T. 
La u~~ijovmidad dr In estimación anterior es equivalente a J essVoTu(“)dz < i4. - R 
Demostración. Supongamos en primer lugar que u E SVi( Sea 0 < a < b < T y 
K c 62 uu compacto. Sea nj como en la Proposición 2.1. Entonces 
Y 
(2.13) 
con /VI constante positiva independiente de K por ser $$ una medida de Radon acotada. 
Por tanto, para, LCN-casi todo z E K, 
lL(.) 
3 + &) en L’(a, 1)) 
La propiedad de semicmtiuuidad inferior de las funciones UV (Lema 2.2) aplicada a la 
sucesión ui:’ y (2.6) nos permite obtener que 
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,‘“L‘” L %:asi todo z E K. Integrando en IC y utilizando el Lema de Fatou, se tiene la 
d~SigUlXl~d 
J K ess V,~U(“4lX < - J lim inf ess Vnbu~“)d:c 5 lim inf ess Vbd")dz ,<. j-ce J j+, K n 3 (2.15) 
Aplicando el Teorema de Fubini en (2.15) se tiene que 
Seap E C:(Q)n{p : IlpllLco<Q> 2 1) tal quesopy c]a,I>[xK, con 0 < a < 6 < 7’. El 
Teorenm. 1, página 217 de [1192] ( véase la ecuación (2.6) de esta Memoria) nos permite 
obtener la desigualdad 
JJ b ¿)p K a uC)l.dxdt 5 ,~. R J ess Vbu(")dz < M - 
La nr~iforn~idad de la constante M con respecto a K, n y b implica que el 
S”P {J /$dzdt : ‘P E C:(Q) (lV(lL-(Q) 5 1 
essVoTd”) < OO para todo z E si 
Es decil; ,u(=) E BV(O,T) para casi todo z de R. 
Demostración. Por la Proposición 2.2, se tiene que essV~u(“) E L’(R). Consecuencia 
de esto es que la función essVoTu(“) es finita para casi todo z E 0 cm respecto a la 
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Lema 2.3 Si u E SV,(Q), entonces para toda función boreliana p y acotada’ sobm Q 
se tiene que 
: 
Demostración. Puesto que u E S&(Q), p ara cada ‘p E C,l (Q) se tiene la igualdad 
J 
i)u d<p 
Q~pcit = - 
JJ n 0 
7‘u(t,z))tdtdz 
IIT &)(t)~I = i/,‘u(t, z)$dtl 
Aplicmdo la propiedad 2.9.24 de [F69], obtenemos que 
J 0 
ya que yJz) E CJ(O,T) y por el Corolario 2.1 essVoTu(“) es hita para I3Gasi todo 
:): E 0. Integrando en R la igualdad anterior, obtenemos 
para toda ‘p E C;(Q). Puesto q ue 2 es una medida de Borel, el resultado del Lema es 
consec~~~encia del hecho de que toda función de Horel eu un espacio métrico con valores 
en R:, es una función de Baire [F69, 2.2.15) (1 as f unciones de Baire son la mínima clase 
de funciones que contiene a las funciones continuas y es cerrada para el límite puntual). 
Por tanto, cualquier funcicín de Borel ‘p acotada en Q puede ser obtenida como límite 
puntual de funciones continuas y estas a su vez como límite de funciones de c:(Q) que 
verifican la. ecuación (2.16). La acotación de yz nos permite obtener el aserto del Lema 
gracias al Teorema de la (Jonvergencia Dominada de Lebesgue aplicado a la xiledida !$ 
y la igualdad (2.16) para funciones de CC(Q). . 
Por deiinici6n, si u E W”‘(O,T; Ll(n)), entonces la derivada g es una función 
de L’(Q) y por ello define una medida regular finita sobre Q, que además’es L’“+‘- 
~~bsc)l~ltamente continua. Sin embargo, cuando u es una función de HV,(Q) esto en 
general no es cierto. La medida 2 se descompone (de acuerdo con el T&orema de 
Descomposición de Lebesgue) como suma de una medida absolutamente continua res- 
pecto a la medida LN+’ que denotamos por [glac y otra singular [g]. [E92, Teorema 3 
página 42 y página 1691. De hecho, si la parte singular fuese cero, entonces ‘IL sería una 
función de W”‘(0, T; L’(R)) ([E92] p’g’ d mas 169-171). El siguiente resultado concierne 
a. la continuidad absoluta de 2 respecto a la medida de Hausdorff N-dimensional (que 
quí denotnrelIlos por tiN). 
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Lema 2.4 Sea IL IZ BVt(Q). IMonces In medida g es 3íN-absolutamente contirrna. 
Adcmís si E es un subconjunto de Q tal que el conjunto En = {z E 0 : (%, :z) E 
E pnm algúu t 610, T[} tiene medida N-dimesimal cero, también g(E) = 0. 
Demostración. Sea E un subconjunto boreliano de Q. Por En hunos dc~~otatlo la 
proycccióu de E sobre el hiperplano {(t, z) E 8XN+’ : t = 0). Si ‘HN( E) = 0, entonces 
LN(E<l) = 0 [V67, p;iginas 235-2361. Ade:más, puesto que es~V~~~u(“) es LN-integr~tblr 
en Il (Proposición 2.2) se tiene que 
J ElI essV~Tu(")d~~ = 0 
Aplicando el Lenra 2.3 con ‘p = Xl,,T[xE,+ la igualdad 
l$i(]O, T[x En) = /, essVTu(“)dz = 0 
es satisfecha y por tanto 0 = 1$/(]O,T[x&) 2 Igl(E) 2 0, lo que prueba el Lema. 
. 
(TI,, ‘p) =J, T,,(t,:z)p(t, :~)dz~~t 
1 
J 
Q u(t + h, z) 
46 z)- dt + k ddzdt 
h, 
+ JQ.(t + h,zf+‘(‘t hhlz)dzdt 




u(t + h,z)++ + h’s)dzdt 
h R h 4s,z) h 
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Haciendo ahora tender h a 0 se llega a que / 
y por tanto que I 
,i,l, 4t + h, ~1 - 46 ~1 
h-0 h 
= &z) 
m srutido de distribuciones. Además, por la hipótesis del Lema se tiene la estimación 
pua todo yo E CC(Q). El Teprema del Capítulo 4 52 de [VHu85] (puede verse este 
resultado en la página 73 de esta Memoria) asegura que entonces $ es una medida de 
K.adon acotada, finalizando la.dernostración del Lema. . 
1 
Demostración. Veremos que la derivada parcial $ en sentido de distribuciones, es 
una medidad de Radon acotada sobre Q. Para ello utilizaremos el Lema 2.5. ; 
Para cada número real h y ‘p E C:(Q), se tiene que 
u(t + h) - u(t) 
I( h 
Por otra parte, 
/ 
16(l~(f+h)~,-6(ll(t))l = lX,6,(u(t+h)~-b,(u(t)) +,z6z(u(t+h)~-6~(u(t))~ 
> 
- 
x, 161(4t + 1~)) - h(44) 
.h Ibl 
b(u(t + h)) - &(u(t)) 
h 1 
2 +&u(t + h) - u(t)1 - bL&(t + h) - ,u(t)l] 
= [k - &] 
I4t t h) - 4t)l 
Ih, 
l 
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donde la Iíltima desigualdad es consecumcia de (1.15). Por tanto 
Iu(t + h) - 4t)l < Ll v44t + h)) - 6(4-t))l 
lhl - x, - L&X> Ihl 
(2.21) 
De donde por (2.20) y (2.21), se tiene que 
I( .IL(1. + l!, - ,u(t) 
M)I í 
wdIL%?) 
J x, - L,L2X2 Q 
wc4t + IL)) - +4”ql,,d, 
lh 
$li(u)(“)(t + h) - b(u)@)(t)1 5 &zssV;+‘%(~)(~) - essV;b(u)(“)j 
srglín la. definición de essV8 con s E [O,T] [AposM, págh 1% y 1591. Lo que nos 
prrmite asrg1,rar que 
Por otra parte, para casi todo 2 E R se tiene que 
lim inf ,r+O J oT ~jessvyy)(“) - essv~b(u)qdt 5 essv;6(u)(“) 
por el Teorema 2.9.19 de [F69], lo que junto a la desigualdad (2.22) nos lleva a que 
I 2. Ftesultados Tcknicos Preliminares. 
I 
/,t f+); = J, H(u)(t, +(t,+*L ff(u)(O,z)Q, +-L< v(y)$ (2.24) 
I Demostración. 1: En primer lugar se tiene que H(u) E L”(Q) ya que u k L”(Q) 
I 
y 71 es localmente acotada. Veamos que q es una medida de Radon acotada. Para 






CO11 1 = [-+L’=(Q); Il”l,Lm(Q)]. p 
I 
uesto que existe un suhcor1jmto s2 C 61 de medida 
total en 0 tal que para cada z E ñ, u(., ) 5 es una función real de variación acotada en 
[O, T] (Corolario 2.1) se satisface la siguiente desigualdad 
l 
I &@)(t + h) - U( 5 ~les~V~+~‘u(~) - ess#u(“)I (2.26) 
I según la definició11 de essV: con s 6 [O,T] [Apos88, páginas 158 y 1591. Gracias al Teorema 2.9.19 de [F69] la desigualdad 
I 
I es satisfecha ya que u cz) E BV(O,T) cuando 5 E îk Integrando sobre a la anterior 
&hlación, de (2.25) y (2.26) se tiene que 
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s t @) dH(&)) cl.9 =0 J VZE!?. (2.28) 0 
rj(,u(t, z)) = p(fi(t, z)) = q(u(t, z)) Whasi todo (t, z) E Q (2.2!J) 
Además, se sigue del Teorema 4.5.9 (29) (II) =+ ([LI) página 458 de [F69] que existe 
îi, c II ta1 que ,CN(R - ti,) = 0 y p ara cada z E 0, la función ,u(~) es continua eu t I _ - 
(sin perdida de generalidad, llamaremos igualmente R a fil n n). Por consiguiente sc+ 
verifica la igualdad 
ij(,u(z))(s) = 1/(2P))(.9) v s E]O, T[ y vz E 62 
(véase página 78). Por tanto, de (2.28) y (2.30) se tiene que 
(2.30) 
t (+J”) dH(&)) = 
ds J 
d&) tp(47)(U(4+ VZEfl. 
0 ds 
JJ 1 p 
dH(u(“)) = R 0 (1.3 lJ 1 p(41)(u(z.))- z d&) d, .n0 (1.3 
Dado que u l Lm(Q), es claro que u y r/(C) están también en L”(Q). Se tiene entonces 
la. $iutegrabilidad sobre Qt de la función pq(C) 1 mí- ser boreliana y acotada en Q 









































(2.29), implican que yp17(“) es integrable sobre Qt respecto a la medida g y además se 
verifica la igualdad 
La obtención de (2.23), bajo la hipótesis I) continua, se consigue gracias a la identidad 
anterior y las identidades (2.27) y (2.31). P ara obtener el mismo resultado pero para 
funciones 0 borelianas localmete acotadas, basta observar que las funciones de BOA 
son una clase de Baire (cerrada para la confergencia en todo punto), lo que nos permite 
obtener la función 71 como límite puntual de funciones continuas II,,. Por tanto, para 
cada p E C,‘(Q) 
Y 
donde la última igualdad es consecuencia de la definición de la actuación de ula medida 
de Kadon acotada en Q (q E Mb(Q)) so xe 1 f unciones continuamente diferenciables 
(ví:ase (2.2)). Por tanto, de los límites anteriores, se tiene que 
s aH(u) wt (PT= para cada ‘p E C;(Q) (2.32) 
Finalmente, toda función de Borel p se puede obtener como límite puntual de una 
sucesión de funciones y+ E CC(Q), verificandose para éstas, la identidad (2.32). La 
convergencia en todo punto de Q de p,, a ‘p y el hecho de que g y 9 son medidas de 
K,atlou acotadas, del Teorema de la convergencia Dominada, se obtiene que para una p 
¿lH(u) 
boreliana locamente acotada, también se verifica (2.23) y cousecnentemente - = 
iJt 
au 
~(‘IL)~ en sentido de las medidas. 
ùt 
:3- Por Iíltimo probamos (2.24). L a integrabilidad de las funciones H(u) resiecto de la 
medida g y w](u) respecto la medida 2 sobre Qt es consecuencia de ser H(u) y ~uq(u) 
IFtN-a~~roximadamente continuas y ser funciones de L”(Q). Gracias al Coklario 2.1 
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J dd”) E* ~(1q.s)~ = -J u(z) E, dHffz)) + J, * E H(u(“))+v(“)+r/d7f (2.33) 
donde siguiendo la notación de éstos mtores, por E denotamos al intervalo 10, 1[. El 
conjunto de puntos de densidad de ö es precisamente E, =]O, t[ y I a f rontrra eselloiitl 
de E es 8-E = {O;t} jVHu85, g5.1 página 1701. El valor de H(~L(“))+ y de u(%)+ es la 
traza interior de las funciones H(u(“)) y ,Jz) sobre 8-E; que en particular en el plinto 
0 es el límite por la derecha y en t el límite por la izquierda de dichas funciones. POI 
Iíltimo v es el vector unitario normal exterior a aE,: v(O) = -1 y u(t) = 1 [VI-IuS5, 
$5.2 páginas 170, 1711. Sustituyendo en (2.33), se obtiene que 
J 0 t Hb(“‘)l.FJ!$ = _ J’ ,?i~>~“;;‘~‘) 0 + H(u(“))(t-)v(“)(t-) - H(,~(“))(O+)v(“)(O+) 
paa todo 5 E fi. Como además las funciones H(u(~)) y .(2) son continuas en ]O,T[: 
potlemos tomar /f(&))(t), &)(1), lf(u’“‘)(O) y &)(O) en lugar de sus respectivos 
límites laterales. Integrando la igualdad obtenida sobre 0, Ilegatnos a que 
ya que el conjunto R \ R tiene medida nula. Por último, la primera integral del segundo 
mienhro de (2.34) es igual a J ¿h Qt UV(U)- según (2.23). Sustituyendo dicha integral CII ds 








































Demostración: Si u E W’, 1 (Q) n L”(Q) &onces u E N(Q) n L-(Q). Por tdo 
existe A c Q, tal queW’(A) = 0 y Q-A = {(t, x) E Q : puutos regulares}, y para todo 
(t,x) E Pu - A, existe v = (ut, v,) vector normal exterior a ru - A [V67, 14.2 páginas 
250 y 2511 y [VHu85, $5.2 páginas 170, 1711 y también existen uv(t, x), u+(t, z) límites 
aproxinlados de u con respecto a los hiperpl&nos nJt,z) y ?r-Jl,z) respectivamente 
(puede verse en las referencias anteriores de Vol’pert y Hudjaev que dichos límites 
coinciden con pu y X, respectivamente). Sea 5’ un subconjunto de Borel de ,ru - A, 
entonces LN+‘(S) = 0 ( ver página 75). De este hecho, y por ser u una fuqción de 




s ds; J 
Q 3(&dzdt = 0, (i = 1, 2, 3,. ., N) : 
J 
du 
sat = / 
Q X.$dzdt = 0 
y por las Fórmulas de Greeu 
0 = s(u” - g-,)v,d7fN = js(up - u-,)v,dNHN 
J 
([V67, página 2521 y [VHu85, Teorema 2 página 2031) y por tanto ‘MN(S) ti 0. La 
arbitrariedad de S nos lleva a que W(r,) = 0, lo que prueba el Lema. 
-- 
. 
3 Resultados de comparaciófi y dependencia’ con- 
tinua 
En esta sección, darnos varios resultados concernientes a la comparación (y por tanto 
de unicidad) y dependencia continua de soluciones del problema (l.l), (1.2) y (1.3). 
Jugarán un papel esencial en la prueba del Teorema 3.1 las propiedades de las funciones 
de variación acotada, en particular la Proposición 2.4 de la sección anterior y la hipótesis 
(3.3) sobre las soluciones BV. 
Necesitaremos la siguiente desigualdad conocida con10 desigualdad de Tartar 
donde p = 2 si 1 < p 2 2, /II = p’ si p 1 2 y C es una constante positiva independiente 
de I] y ij. 
Teorema 3.1 SvpolLgamos guc 0, k y 9 vu$ican las hipótesis (1.14), (l.l$), (l.lG), 
(1.17) y (1.18). ,kata u1 y 2~2 dos solucio~ses BV asociadas respectivammte a, los datos 
(f,, uo1) y (f2, uo,) que satisfacen las hipótesis (1.19) y (1.20) y toman tinlorcs cn 
I 
P 
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[-M,M]. ,EuporLgamos además que las constantes de lipschitz de b;’ y bz en el intervalo 
[-IU, M] son respectivamente LI y Lz ver~jicando la desigualdad 
x,-L,L*&>O (3.2) 
y además la siguiente condición sobre la’medida Haussdorff del conjunto de punto5 de 
dixontinuidad es satisfecha 
TiN(ru,) = 7-lN(ru,) = 0 (3.3) 
Entonces paw cada t ~10, T[ se tiene que 
Observación 3.1 La coIldición (3.2) se necesita para probar que si b(u) E BK(Q), 
entonces, bajo las hipótesis (1.15) sobre I>, u también es una función de B%(Q) (Propo- 
sicióu 2.3), regularidad requerida para la función u en la demostración del Teorema 3.1. 
Observación 3.2 Si 2 E L’(Q) no së necesita pedir (3.2), pues directamente se tiene 
qne u E S%(Q). Además, si $ E L’(Q), entonces u E W’,‘(Q) dado q”e u E 
L”(O,T; w;+yq). P or el Lema 2.6;se tiene que u es ‘HN-aproximadameIltr coutinl.la 
y por tanto la condición (3.3) es automaicamente satisfecha. 
Del Teorema anterior se obtienen de forma directa los tres resultados siguientes, cm- 
cernientes a la coinparación de soluciones, a la dependecia continua de los datos y a la 
wicidad de soluciones BV. 
Corolario 3.1 Bajo las condiciones del Teorema 3.1 se tiene que si u, y u2 son dos 
soluciones BV de respectivos datos (f,, Q,) y (f. ~,uo2) verificando gue f, 2 Jz y ‘uo, 2 
uo entonces u, 2 u2 en Q. 
Demostración: Dado que fi = fi y UO, = uo entonces [fl -f2]+ = 0 y [uo -uo,]+ = 0 
respectivamente. Aplicando el teorema anterior, se tiene que 
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Corolario 3.2 Si u1 y uz sm dos solucio~~es BV como en el Teoremn 3.1, entonces SC 
wijifica In desigualdad 
pum todo t ~10, T[. 
Demostración. Basta observar que 11 IIQ(~) = j(.)+lLl(n) + I(.)-lLlcnj y ,aplicar el 
Teorema 3.1 indistintamente a u1, ~1~ y en orden contrario uz, u, (nótese que dado s E IR, 
s- = max{O, -s} = (-s)+ siendo entonces 1.~1 = s+ + .F- = .s+ + (-.F)+ ). mi 
Finalmente se obtiene la unicidad: 
Corolario 3.3 A lo mcis miste una única solución BV al prob1em.a dado por (l.l), 
(1.2) y (1.3) tomando valores en L-M, M] bajo las hipótesis (l.ld), (1.15), (1.16), 
(1.17), (1.18), (1.19), (1.20) y (3.3). 
Demostración. Tómese fi = f2 y u0, = uoz en el Corolario 3.2. . 
Si además suponemos ug E Lm(R) y f E L’(O,T; L-(R)), entouces existe 12/1 > 0 
tal que toda solución de (l.l), (1.2) y (1.3), t orna valores en [-M, M], es tleizir, 
Lema 3.1 si ‘u es solucióu dPbi1 de (l.l), (1.2) y (1.3), bajo las hipótesis (1.14), 
(1./6), (1.17), í1.28), ug E L”(R) y f E L’(O,T;L”(R)), entonces ! 
I 
IlfJ(~~)llP(Q) I eC*T Ilb(mIIwn) + Jo7 ~“~‘lli~~,~~llli~~~~~~} 
Demostración. Véase p.e. Benilan [BSl]. . Por el lema, y el Corolario 3.3 &plican - 
Corolario 3.4 Supongamos uo E L”(R) yf E L’(R)P(R). Entoces bajo las hipótesis 
(1.14), (1.15)) (1.16), (1.17), (l.lN), (1.1.9), (1.20) y (3.3), :..t ezzc e n lo mcis una 7r7inica 
solución BV al problema dado por (l.l), (1.2) y (1.3). . 
II. Soluciones BV de un problema de difusión no lineal. 
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aI restar las ecuaciones obtenidas para u, y uî con Qt =]O, t[xR (se observa que 
X1,,,tIC), E Lp(O> Ti WtV)) ” L"(Q)). 
Lo slgwente es hacer tender n a OO, lo que nos permitrirá obtener la desigualdad e- 
sencial en la demostración del Teorema (véase la ecuación (3.18)). Para ello necesitamos 
los siguientes Lemas. 
Demostración del Lema 3.2. Dado que u1 y ~1~ son dos soluciones BVdr (1.1), 
(1.2) y (1.3), se tiene que tanto b(u ) 1 como 6(u2) son funciones de BV,(Q) n L”(Q) y 
kttnhén ~1, ‘~2 E SVi n L”(Q) según la Proposición 2.3. Por otra parte, puesto que 
para cada n. natural T,, tiene por módulo de continuidad TA función acotada de Z¿ en 
/I,‘, el Corolario 2.2 nos permite asegurar que Tn(ul - ,u2) E B&(Q) n Lm(Q). Además 
7:,(1L, - ,u,) es EN- aproximadamente continua por serlo uI - u2 (hipótesis (3.3)) y sel 
T,, continua (véase [VHuS5, Teorema 2, página 1641). Por tanto 
T,, ( u1 - 1~2) converge a sgn”+(ul - ,u2) 3íN-asi todo punto de Q ,’ (3.6) 
La. monotonía estricta de I> (hipótesis (1.14)) implica 
sgn”+(b(ul) - ó(,uz)) = sgn”+(ul - u2) W%asi todo punto de Q ., (3.7) 
Aplicando el Teorema de la Convergencia lhninada a la medida $, primero con la 
sucesió11 T,,(u, - ~2) y luego con la sucesión T,(z) (5 1 según (X4)), se tiene que 
II. Soluciones BV de un problema de difusión no lineal. 
por la Proposición 2.4. Tomando límites cuando n + cu, las propiedades tlc ï;, (3.4~); 
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Sustituyendo en (X12), obtenemos la desigualdad 
Aplicando de nuevo la desigualdad de Hölder con exponentes $ y & y las propiedades 
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de la hipótesis (1.16) sobre 1~ y (3.4). c hmbinando las dos Iíltimas desigualdades (3.15) 
y (X16), 0bte:uemos que 
IL( 5 27A(n)n~+~&n)LJy{z : 0 < u1 - u2 < yp , (3.17) 
VCZLIIIOS que el expollente de n es menor o igual que cero. En efecto: 





u plp - 21, + 2p’py - 21.” 2 0 
u p2 - 2P(P - 1) + 2p*y - 2p 2 0 
con 
A(n) = 2%~‘5?t(n)P({z : 0 < u1 - u2 < E})“P 
Puesto que no sólo las cautidades 2YA(n)LN({s : 0 < uI - u2 < E})“’ &tán mli- 
formemente acotadas para todo Ra E JV (por ser u uo elemento de L”(O,T; WAsp(Cl)) 
y k: verificar (1.16)) ,:. mm que además tiende a cero cuando B -t co (por el Teorema E 
p@ina 38 de [Hl74] el lh~~“({:z : 0 < UI - u2 < i})l” = 0), la no positividad del el 
exponente 
2 - p’ 1 -P-r 
-+--- 
2p’ 
nos permite asegurar que 
P 
,h(I1(‘“) + L(n)) 2 hh(Il(n) - A(n)I = ,hin&n)(I”(n) -A(n)) 2 0 
lo que finaliza la demostración de la estimación (3.10) para todo t E í y por tanto 
para Ll-casi todo punto de ]O,T[ ya que L’(]O,T[-l) = 0. La estimación (3.11) es 
consecuencia de (3.10) y el Teorema de la Convergencia L>ominada de Lebesgue. El 
Lema :3.3 queda por tatIto demostrado. . 
Continuación de la Demostración de Teorema 3.1. Si ahora hacemos tender n a 
~13 en la ecuación (3.51, obtenemos que la primera integral del primer miembro tiende a 
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+ /;pt, 2:) - f*(t, z))sgn0+(u* - u2)dzdt 
Por el Lema 3.3, el límite que aparece en la igualdad anterior es positivo. ~Mayormtlo 
por cero: se tiene la desigualdad 
L[b(Ull - V%)l+(tW 2 Sn[b(“O’) - ~(4l+~:I: 
- q,(g(“: IL,) - g(:c, u2))Sgno+(u, - UZ)dd J 
+S,*(fi(f;s)-~~(t;s))sgn’(~, - ~+l:cdt (:X18) 
Para establecer el resultado del Teorema necesitamos distinguir dos casos dependiendo 
de si la coustmte C’ de (1.18) es 0 no cero: 
Z) Supongamos en primer lugar que la constante dada en (1.18) es C* = 0. Eu esta 
situación se tiene que 
(S(%W) - S(~,W))(~~I - u*) 2 0 
y la conclusión del Teorema se obtiene directamente de este hecho y de la desigualdad 
(3.18) al mayorar 
ii) si C’ > 0, tlefìninm Vj(%, z) = e- c*“ó(~uj(i,z)) COll j = 1, 2. De la fórmula de 
derivación del producto de funciones de BV aplicada al caso l-dimensional [VHuSS, 
Fórmula (4.1), página 1891 se tiene que 
J ihj QtP¿)s = JJ t y+'(s) 
&,!") 
3dz 










































,“i.L‘” da (0 E CE(Q). Por tanto 
eu el sentido de las medidas, siendo además acotada ya que b(q) E SVt(Q) y @c*t está 
acotada en [O,T]. Por tanto también u1 y u2 pertenecen a B&(Q). AdemáS se tiene 
que el 





T,,(?Q = -c* Qtúsgno+(ú)dzds + Q~ 
J J 
sglP+(ú)e-c*s~ 
gracias al ‘Teorema de la Convergencia Dominada, la ‘HN- continuidad absoluta de la 
medida $ y la convergencia de T,(V) a sgn’+(C) en XN-casi todo punto. Considerando 
(3.19), del límite anterior se obtiene la siguiente cadena de igualdades 
J 
r,(ú); = -ce J ii,dzdt + 
J 
& ~ 
lim >L?cu Qt Qt Qt 
sgnO+(u, - *,,)e-c*s$$ I 
- ,‘& J Q,M 
z, TL,) - g(z, u~))~;~(u, - z&-c’“dzd.s 
+ ,i$& (3.20) 
donde la. Gltima igualdad es consecuencia de que T,,(u, - UQ)U, y T,,(ul - ti,)u, son 
funciones prueba admisibles en la formulación variacional (1.24) satisfecha por uI y 2~~. 
Aplicando la Proposición 2.4 a Z’,(G) y g, obtenemos que 
i (3.21) 
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lim J e-c’T,;(u, - u&b([,) - qq(*)] pu1 - V7r*]dsd3 2 0 (:3.22) n-CC Qt 
Consitlerantlo (3.21) y (3.22) en (3.20), se obtiene la siguiente desigualdad al agrupar 
y mayorar por cero adecuadamente 
@t) - vz(l)]+dz 5 S,r?J,- - “20]+d:c - c*&, - u2]+dzd.s 
- J &* [g(:c, u,) - g(z, u~)]e-“‘“sg*l”+(U)dzrl.~ 
+ &5, Ti) - jq.5, z)]e-C’“sguO+(~)rlzrl.s (3.23) 
Por la hipótesis (l.lS), se satisface la desigualdad 
-[g(x, u,) - g(z, u2)pft 5 c*(b(zL,) - 6(u2))ePet = C’O , 
que al considerarla en la estimación (3.23) y a pl icar la desigualdad de Gronwall, conduce 
a 
J ,[b(n,(l)) - 6(uz(t))]+dz 5 P IJ *[6(uo,) - 6(1Lo*)]+dZ 
+k -C'"[J1(s, z)-f&")]"gnO+(îl*-U2)cE~:d.c 1 
Por lauto la conclusión del Teorema es ahora obvia pues [f, - .~~Is~II’+(,u~ ~ ~2) 5 
[j‘, - ji]+ para L ‘“+‘-casi todo punto de Q. . 
Finalizamos esta sección considerando el siguiente problema. multívoco: 
y - 10~1~ - k(6(u))+-‘(Vu - k(l+~))e) + b(,u) 3 j-(t,z) cn Q, (3.24.) 
,u(t, :c) = 0 en c; (3.25) 
u(O,:c) = ug ell 12: (3.26) 
donde /9 es el grafo maximal monótono de lRz dado por 
p(u) = {0} si u > 0, /3(O) =] - M,O] y p(u) = 0 (el vacio) si ‘u < 0 (3.25) 
Este tipo de ecuaciones propias del problema de obst&xlo~ también aparecen, por 
ejemplo, en la modelización de ciertos problemas de Glaceología (véase DíazpFowlerm 
Schiavi [DFWi]). El hecho d e que p sea UI, grafo maximal monótono, nos permite 
obtener uu resultado de comparación (y por tanto de unicidad) . análogo al dado eu el 
Teorema 3.1. En primer lugar introducimos la noción de solución RV para el problema 













































oT *(l’(u) - b(m)); = 0 i (3.28) 
l>ara todo z> E LP(o,T; W$p(fi)) nL”(Q) n L@‘(O,T;L1(R)), con. v(T,.) = Oiy 
/ 
j”“, ~(OU - k(b(u))e) Vndzdt+~~ avdzdt=iyn fvd.+ (3.29) 
para todo u t L”(O,T; l#$-l)) n L”(Q). 
I 
(ion esta noción de solución RV para el problema multívoco, se tienr el/siguknte 
resultado: 1 
Corolario 3.5 Supongamos 6, k, (fi,uO,), (f 2, u,,~) como en el Teorema 3.1 yisea /i un 
pfo dzimal monótom de ll?. Si u, y u2 dos soluciones BV de (3.24),! (3.25) y 
(3.26) asociadas respcctivanmte a los datos (f l,uo,) y (& uoz) y satisfaciela’do (3.28) 
y (9.29) pnra 01, y 01~ funciones de L’(Q) con a,(&z) E p(ul)(t,x) y c&(t,z) E 
/j(~)(t, z)V(z, t) E Q respectivamente. #Si además se verijicn / 
l 
x1 - LlL2X2 > 0 I 
. 
con LI y L:, como en el Teorema 3.1 y 
7íN(ru1) = FP(r,,) = 0, 
entonces, para cada t ~10, T[ se tiene que 
Demostración. Es análoga de la demostración del Teorema 3.1 cambiando I 
(I(? Ul) - SC? w) 
I 
por l 
oll(C z) - e(t, x) / 
La nloIlotoIlía de 0 nos permite asegurar que 
I 
(O(,(t, z) - cY*(t, z))T& - ‘UZ) 2 0 
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para casi todo (t, z) E CJ y todo n E m, y por tanto en el límite será 
(q(t, z) - cqt, z))sgnO+(ul ~ lLz) 2 0 
Esto nos per&te mayorar por cero la integral 
- Jcq(t, z) - cQ(t, z))sgn0+(7h, - u2) 
/ 
que aprrcería en la imcuación análoga â (3.18). L a c emostración i del corolario se sigue 
como se hizo en el caso i) del Teorema 3.1 (véase la página 98). . 
4 Existencia de soluciones BV. 
En esta Sección se estudia la existencia de soluciones BV asociadas al prohlnna (1 .l), 
(1.2) y (1.3). Ohtendremos una condicion suficiente para que tales soluciones sean 
IH”-aproximadamente continuas en Q (propiedad utilizada en el Teorema 3.1). Para 
obtemr soluciones BV de (l.l), (1.2) y (1.3) necesitamos asumir algunas condiciones 
sobre k, CJ, f y u0 además de las ya dadas en la el apartado 1.2. 
Admitamos que 
f E L=-(Q) n BWQ), (4.1) 
Y 
uo E L‘=(bl) n W,$‘(fl) tal que t>(Vuo - k(D(uo))e) E (BV(0))N. (4..2) 
Observación 4.1 Fara la obtención de soluciones BV de (l.l), (1.2) y (1.3), nece:si- 
tamos además una condición adicional a las ya dadas (1.14) y (1.15) sobre la función 
b. Para dar esta condición consideraremos el Lema 3.1 y M la constatate positiva de 
dicho lema. 
Si llamamos LI y Lz las constantes de Lipschitz en el intervalo [-M, M] de las 
funciones b;’ y hz respectivamente. Asumiremos que b es tal que estas constantes 
verifican 
x1 - LILJî > 0 (4.3) 
Nuestro resultado de existencia es el siguiente: 
Teorema 4.1 Sean b, k, y, f y uo funciow que satisfacen (l.lq), (&‘), (l.lS), (l.lÍ’), 
(l.lR), (4.1) y (&2). Entonces miste una .solución BV u de (l.l)> (1.2) g (1.37. 
Además u E C([O,T]; Ll(R)). 
Observación 4.2 Aunque la existencia de soluciones débiles (sin más requerinlientos) 
se puede mostrar sólo con la condición CJ(S, s)sgn(s) 2 -C* ( condición menos restrictiva 
que la dada eu (1.18)), p ara la existencia de soluciones BV necesitamos suponer más 









































4. Existencia de soluciones BV. 103 
Demostración. Para obtener la. existencia. de soluciones BV de (1.1), (1.2)’ y (1.3), 
cousitleraremos una sucesión de problemas regulares uniformemente par&ólicos los 
cuales tienen ua única solución según la teoría clásica [LSU68]. Obtendremos unas 
estimaciones a priori adecuadas y finalmete, mediante paso al límite encontraremos 
una solución BV. De acuerdo con las hipótesis estructurales, necesitamos distiliguir dos 
ca.sos, dependiendo de si 1 < p < 2 o 2 5 p. Comenzamos estudiando el primer caso. 
Existencia de soluciones BV. Caso 1 < p < 2. 
Primera Etnpa: Regulnrización. Definimos una sucesión de problemas uniforinemente 




pua cada [ en RN y N constante positiva (cy := 22. Véase [BPT93, Lema 2 del 
Ap&~dicr, página 321). Para cada rn E úv, definimos 
siendo i,,, la aproximación Yosida de 6 (véase p.e. [Br73]). Es bien conocido [Br73, 
BN] que 6,,, converge uniformemente sobre compactos a 6 (6,,, es una función, Lipschitz 
nodecreciente tal que I?I,,,[ 5 II>,,,I. Por tanto 6, y 6;’ son también funciones Lipschitz 
no(:le(:~ecielltes) 
Sra {k,)Q=, um sucesióI1 de funciones de C”(n) tal que verifican (1.16) y I;+ converge 
a k I~lniformemellte sobre compactos de lR. 
Para cada natural IL, consideramos la función gvb E C”(Rx IR) satisfaciendo Ias hipótesis 
(1.17) y (1.18). Además gTL(z,q) converge a gn(z,I/) en L’(R) para todo 71 5 l?I fijo y 
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La ecuación (4.4) es ahora unifqrmemente parabólica. Así, por un resultado clásico 
par ecuaciones parabólicas (véase [LSUôB, Capítulo V]) existe una linica solución clzkica. 
(L = ‘t~,,,,,,,,,,,l,~ de (4.4) satisfaciendo además 
Para. estudiar la convergencia de la sucesión îî en apropiados espacios, necesitaremos 
unas cstimaciolm a priori que presentamos en el siguiente apartado. 
jqt: z)I 5 M, V(t, ~1 E Q, (4.7) 
donde MI es una consi;ante positiva itldepelldiente de m, r, .5, 1 y q seg~in se drsprtmde 
de las hipótesis sobre las funciones que apareceu en la formulación del problema regw 
larizado. 
La siguiente estimación que obtendremos atañe a la derivada temporal de h,,,(n). La 
t,kcnica utilizada se basa en la derivación de la ecuación (4.4) respecto de t (vease [.J92a]). 
Denotamos por U := y. Der’ Ivando la ecuación (4.4) cou respecto a t, se tiene que 
Para cada ~1 > 0 se define la función H, de modo que la familia, de funciones {H,,} es 
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Y 
1 
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Despejando la segunda integral del primer miembro 
En los cálculos que siguen, apareceran varias constantes positivas Ci, i = $3, ‘. ,7 
las cuales son independientes de t y los parámetros m, r, s, n,, Z y q gra+s a las 
mtimaciones (4.7), (4.9) y (4.10). S’ m embargo dependerán de p, T, la medida de 
0 y algmits de ellas serán funciones de parámetros positivos E y 6. Aquí solamente 
indicaremos la dependencia de tales constantes respecto los parámetros E y 6. 
Por las estimaciones (4.7) y (4.9), la hipótesis (1.17) sobre 9 y las propiedades de g?,, 
existe una constante positiva Cz (uniforme en t, m, v, s, n, Z y q) tal que 
J, d+(i) &lz + J, 4,(i)b(hn(f9)ed~ L Cz 
Aplicmdo la desigualdad de Young 
donde E es uu número real positivo. La última integral está uniformemente acotada 
gracias a (4.7) y las hipótesis sobre las sucesiones {k,} y {hm}. Por las propiedades 
(4.5) de &, la primera integral del miembro derecho de la desigualdad anterior está 
xotda por JI l&‘dz para todo t en [0, T] mientras que la segunda está acota+ gracias 
a (1.16) y (4.7). Por consiguiente, para alguna constante positiva C3 se tiene que 
~ (4.16) 
Además, por la. propiedad (4.6) de q&., se llega a que 
(4.17) 
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cou exponentes z y & la siguiente desigualdad es satisfecha 
Aplicitndo a (1+ iîl)p la desigualdad (n+b)v 5 2’-‘(n’+ 6P) cierta para a, 6 > 0 y 1 < p 
[BPTM, Lema 1 del Apéndice, página 311, se tiene que 
(1 - c‘@(*-p)) J, l&wz 5 G(S) + (4..18) 
tras agrupar adecuadamente los distintos t&ninos. Tomando las estimaciones (4. Ifi) y 
(4.17) eu (4.~18), obtenemos la desigualdad 
N 
(~ 
1 - c4p/P-‘) - c 6%) s, IEIQ I Cd&, 5) 
para alguna constante positiva dependiente de E, 6. La estimación (4.12) se consigue 
cligieudo 0 < S < 1 y 0 < E < 1 tal que P’ « NP y tales que 1 - CdS 2/(2-P) _ (>,. > p/3> 
0. Ahora (4~.12) implica (4.1 1) g r L( las a las estimaciones uniformes de i :’ 
s 
R Iqb,,,(c))l~‘dz. 
Finalmente, multiplicando (4.4) p 01 ti E P(O,T; Wu,P(SZ)) n L”(Q) t2 integrando 
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Por consiguiente se obtiene la siguiente estin]ación uniforme en LP’ (0, T; W-ja+(fl)) + 
L’(Q) 
~l~l~LPI(O,~iw-*,~l(*))+L..(Q) 5 M.5 ; (4.19) 
Tercer Elapn: Paso al limite. Las estimaciones (4.7), (4.9), (4.10), (4.11) y (4.19) nos 
permitiran encontrar una función u solución BV del problema (l.l), (1.2) y (i.3) como 
límite de alguna subsucesioóu de {TI} := {u,,, r s n l ‘I SI> >> } (la cual seguiremos denotando por 
{II}). A modo de msumen mostramos a continuación las estimaciones obtenidas en la 
etapa anterior y algunas otras obtenidas cowo consecuencia de ellas (llamamos C a una 
constate positiva, cota uniforme en m, T, 3, II, I, q): 
dx < CViE[O,T] (4.9) 
/,lgldz 5 CV¡! E [O,T] (4.10) 
llf4 
L+,T;Wyp)) s c 
(4.7)+(4.11) 
ll41 LP(O,T;W;qq) 5 c (4.7)+(4.11) 
IlûlIW1.‘(Q) < c (4.7)+(4.10)+(4.11) 
IIhn(~)(IL-(Q) 5 c continuidad de hi(4.7) 
El Iíltimo aserto del Teorema referente a la regularidad de uua solución (h debe de 
pertenecer a C([O, T], L’(n))) ‘, bt’ se 0 lene por las estimaciones (4,.7), (4.10) y (4.11) y el 
Corolario 4 página 85 de Sinon [SS71 q ue asegura que exite una suhsucesión de {,tI} (a 
la que seguiremos llamando {TI}) y una función u E C([O, T], L’(a)) tal que ‘û -f U en 
C([O,T], L’(R)). En particular, 
Y 
f-l-iu para casi todo punto de Q 
(excepto para una subsucesión). Debido a la estima&511 (4.7) y la co*wergen{ia en casi 
todo punto de Q, se tiene que 
y en virtud de (4.11) 
C~u en L”(Q) 
û - ZL en LP(O,T; w$yn>) 
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Por consiguiente IL E L’(O, T; WA’“(n)) n Lw(Q) 
De (4.7) y las hipótesis sobre 6,,, se deduce la convergencia débil” b,,,(û) i p cn L”(Q). 
La convergencia de ,i a u en casi todo punto de Q, la convergencia uniforme sobre el 
compacto [-C, C] de b,, a 6 y la continuidad de 6 implican que b,,(c) + b(,u) eu casi 
todo punto de Q. El Teorema de la Chvergencia Dominada de Lebesgue nos permite 
obtener la convergencia fuerte de 6,,,(û) a 6(u) en L”(Q) (1 5 ch < IX). Análogamente, 
I>,,,(uo,~) converge fuerte a b(ug) en L”(R) (1 5 c < cm). Ahora, por la estimación (4.9) 
y puesto que L,,,(c) -f 6(u) en L’(Q), se tiene c&(u) E S&(Q). Finalmente, por la 
collvergenciaen sentido de las distribuciones de al + %j$ (6,,,(C) + 6(u) c. t. p. de 
Q) y la estimación (4.19), se tiene que y converge débil en LP’ (0, T; W-‘,p’(I1)) + 
L’(Q) a q y por tanto F E LP’(O,T;W-lap’(fl)) + L’(Q). 
Eu lo que sigue se probará que la función hallada u verifica las igualdades (1.23) 
y (1.24) lo que junto con las propiedades u E LP(O,T; W~~“(n)) n L”(Q), T E 
LP’(O,T;W+‘(~)) + L’(Q) y b(,u) E S&(Q) 1 1’ ~aum de u una solución BV de (1.1); 
(1.2) y (1.3). 
Puesto que II está uniformemente acotada en Lm(O,T; WA”(R)) entonces U;,(K7i - 
k,(b,,,@))e) está también nniformen~ente acotada en L”(0, T; ( J~P’(S~))~). Asi, existe 
una subsucesión denotada de nuevo por {G}, tal que q!~,(Oû - k,(6,,(c))e) converge 
dhbil* eu Lm(0,T; (Lp’(f2))N) a un elemento Y da L”(O,T; (L”‘(R))N). 
Multiplicando la ecuación (4.4) por una. función pruaha u E LP (0, T; WA’“(rI)) f’ L”(Q) 
e integrando en Q SC tiene que 
J Q uy + J, &(Oi2 - k,(b,,,(û))e) Vv + J, g7,(x,“)v = s, J;v (4.20) 
Para probar que la función límite ‘u verifica la ecuación variacional (1.24),para ello 
tomamos el límite en m, r, 5, IL, 1 y q + OO en la ecuación (4.20) y nos basamos eu 
las convergencias ya mencionadas. Obtenemos de esta forma la siguiente ecuación 
lW ¿lt ’ .U)X,P + J Y v~urlxdt + Q J Q g(x, u)vd:x& = Q fudx& J (4.21) 
para cada 2) E U’(O,T; W~‘p(0)) n L”(Q). 5’ , 111 embargo: debido al caracter no lineal 
del operador, no es obvio identificar Y con q!~(Ou - k(6( )) ) u e cn casi todo punto de Q. 










































Minty utilizada por Díaz y de Thelin en [DT94]. Veamos pues, que / 
Y = qh - k(b(u))e) en casi todo punto de Q. I (4.22) 
Sucede, que si es cierta la desigualdad I 
s II 
[Y - 4(0x - k(b(u))e)] [Vu - Vx]dz > 0, para todo x E W;‘“(n); (4.23) 
entonces se obtiene (4.22) t omando para cada elemento [ de W:+(0) la funkih x = 
‘7~ - X( con X > 0 (0 X < 0) y haciendo X -+ ca. La demxtración de (4.22) p reclute 
por t,anto a la demostración de (4.23) que se realiza de la siguiente manera. 
Tomamos 0 5 <p E CC(O,T). Para cada x E WA7P(fi) 
1 
111 roc ucimos la desconiposició~~ t 1 
J 
Q[~~(V”-lu,(b,,,(~))e)-~(V~- k(I>(u))e)]. V(u-yi&(t) = II + I, + I, + :a (4.24) 
/ 
dontle 




Q[q5,(Vû - k,(b,(û))e) - &(Vx - &(B,(û))e)] V(G - ~)~(t)dzdt 





,[&(Vx - k,(b,(û))e) - qS(Vx - k(h(u))e)] V(u - ~)(o(t)dzdl 
Nuestro objetivo es probar que el límite en m, v, S, n, 1, q de las anteriores integrales es 
no negativo. Así (4.24) es no negativo para cada 0 5 ‘p E Cc(O, T) y por tanto se tiene 
(4.23). l 
Debido a la monotonía de & la integral l2 es uo negativa. Por otra parte , 
Las propiedades de las funciones 4,, k,, b,,,, û nos permiten probar que 
lim Q Iq%(Vx - k,(B,,(~k))e) - 4(0x - Ic(2>(u))e)lP’dzdl = 0 
/ 
(4.25) 
y por tanto que el límite de 13 e 1, es cero poì estar 6 uniformemente a,Cotada en 
LP (0, T; WA’“(fl)) y converger û a u débil en L’(O, T; WA’“(n)). 
Finalmente, probaremos que el límite de II es también cero. En primer lugar, puesto 
que q(t), û+(t) E LP(O, T; W:‘p(0)) nLm(Q), multiplicando la ecuación (4.4) por cada 
una, de estas funciones, integrando en Q y restando las ecuaciones obtellida~, se tiene 
que 
Il = s, qqvil- k,(b,,(û))e) V(u - û)cp(t)dzdt 
/ 










s Q 4 
z,û)(u - ?l)p(t)dzdt (4.2s) 




(lZC = p+(t) 
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piwa casi todo t E]O,T[, en el sentido de D’(O,T). 
Por lo que acabamos de ver, se obtiene la siguiente identidad para la integral de 
(4.27) 
(en sentido D’(0, T)) 
-J oT z&(t)rlt 
Tomando el límite, se tiene que 
por (4.31) y ser p uu elementode C,l(O, T). C onsiderando el anterior límite y la igualdad 
(4.:12), se c011cluye que 
lim J ¿L(;l)  ^Q i)+ u(p(t)dZdt = - Tzu(t)g(t)dt J 
= J pg urp(t)) W+'(n)+Lqn), W~~"(n)+L~(n) clt = (y4 -,w(t))x,x, dt 
Si rempitulamos lo hasta ahora probado, tenemos que la desigualdad (4.23) es satis- 
fkcha (obtenida a partir de la identidad (4.24) y q ueel Iímitede las integrales !, , Iz, lz, Ill 
es no negativo) lo que implica (4.22) ( ’ ., t dJ var~m e e ar g umento de Miuty introducido eu 
[Li9]). Esto nos permite justificar que el límite de (4.21) es precisamente 
,xwa cada v E LP(0, T; W;‘“(n)) n L-‘(Q) y p or tanto u verifica la ecuación variacional 
(1.24). Para n~ostrar que eu efecto u es una solución BV de (l.l), (1.2) y (1.3), falta 
por probar que u verifica la condición inicial (1.23) para cada ~1 E L”(0, T; WhxP(a)) n 
LN(Q) n W”‘(O,T; L’(R)) con v(T;) = 0. Puesto que obviamente G verifica (1.23) 
Y h,L(%7) 5 h(uo) en L”‘(O), Is convergencia de ( 
&,(û) 
-,v),y,xr a (F,v),y,,y~ si ~t 
II E P(O,T; wAxp(n)) n L"(Q) IIOS ll eva a verificar la igualdad (1.23) para ‘Ia. función 
IL, siendo por tanto solución BV de (l.l), (1.2) y (1.3). 
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“‘$‘) - tAu - div q5(Ou - k,(b,(u))e) + .q,%(.z,u) = f,(%,:tz) en &, (4.33) 
u(1,:L.) = 0 et, c, (4.34) 
b,,(u(O, 2:)) = I>(UQ(Z)) et1 (1 (4.X) 






































4,. Existencia de soluciones BV. 115 
= CJ Q~ n[(bm’)‘(b,,,(a))~lH,(~)dz<lt 
+J,* div q; 1 -4 (& 
- / Q~ Ili,(s, ~)(b,‘)‘(I>,,(û))~H,,(~)d~dt + 
+ J,t $f (i)dzdl. (4.38) 
hsto que il(t, z) = 0 en C, se tiene que C(t, z) = 0 en dicho conjunto. La integración 
por partes de la primera y segunda integral del segundo miembro de la iduitl+d (4.38) 
IIW lleva a las siguientes desigualdades para cada sumando: 
C)I:ateniendo de esta forma la desigualdad (4.8) d e caso 1 < p < 2. Procediendo como 1 
se hizo entonces, y considerando la ecuación elíptica que verifica &b,,,(û(O, j)) se tiene 















4. Existencia de sol~~ciones BV. ~1 ~17 
A partir de este punto, para obtener las restantes estimaciones necesarias para el 
paso al límite, se sigue lo ya becbo para el caso 1 < p < 2. 
Twcera Etapa; Pnso nl limite. Una vez obtenidas las estimaciones sobre la sucesión 
{TI}, en el proceso de paso al límite se sigue los pasos dados en el caso de que 1 < p < 2. 
Sin embargo, conviene hacer las siguientes observaciones: 
l El límite se toma haciendo tender m, s, n, I, q a 03 y t a 0. 
. La estimación (4.4~5) y el hecho de que p > 2 nos permiten asegurar que 
El resto de la demostración sigue como en el caso 1 < p < 2. . 
Corolario 4.1 En lns mismas h~ipótesis del Teorema 4.1, si además sl~podno.s pc 
a) k,b es localmer~te Lipschitz si 1 < p 5 2 I (4.46) 
0 
b) kob(u) = Xõ + I/ para cmtstantes X, v E R si p > 2, / (4.47) 
eatmces miste WIL(L función u, solución RV de (l.l), (1.2) y (1.3), tal que 
$ E L*(Q) 
Demostración. Sólo mostraremos las estimaciones que, adicionalmente a las dadas 
eu el teorema de existencia, necesitaremos para probar que la solución obtenida como 
límite de problemas regulares es tal que verifica (4.48). Es claro que lo obtmido será 
para una subsucesión adecuada. 
IZ) Multiplicando la ecuación (4.4) por 2 e integrando sobre Q, se tiene 
donde se ha convenido denotar por b,,(ii)t y ût las derivadas parciales respecto’de t de In,s 
funciones &(6) y 6 respectivanlente y G,,( , ) z es una primitiva de ga(z, .). :Llamando 
@>, a, una primitiva de q& e integrando por partes, obtenemos 
J Q b,,,(û),il,d:cdt / 
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= J, fi(T>:E)u(T,:c)d:z - /, f,(o;z)qo,z)dz -s, g+ 
- J, G,,(:c; .cL(T, :c))d:c + J,Gyz, qo, Z))d5 
+Jn~(o;(o,~)-~~(/im(“(o:z))e)rlz-~~(o,2(r,z)~I*,(6~,,(n(T,z))e) 
Por las estimaciones (4.7), (4.2) y (4.1) y puesto que @, es no negativa, se tiene qué 
Por otra parte, puesto que ¿J además de (1.15) satisface (4.3), p rocediendo como en la 
Proposición 2.3, obtenemos una desigualdad para I>,,(û) y û como la nmstrada en (2.21) 
lo que nos permite obtener la siguiente desigualdad 
Comiderando las anteriotw estimaciones y (4.11) en la desigualdad (4.49), ol~tenenws 
para alguna constante C, positiva. Finalmente, dado que 1 < p < 2 y la medidad tle 
& (Ll”+‘) es linih, podemos aplicar la desigualdad de H”ld 0 er a la última integral cou 
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con CT3 constante positiva independiente de m, r, .s, TL, 1, q. La refexividad dd espacio 
L’(Q) 110s lleva a que para alguna subsucesión y u E L’(Q), 
La convergencia de II a u en L’(Q) implica la convergencia de g a g en sentido de 
distribuciones, lo que nos permite identificar 21 con 2 y por tanto probar (4.48). 
E) Eu este caso podemos suponer sin perdida de generalidad que el vector e = el = 
(I,O; ,O) E RN. Multiplicando la ecuación (4.33) por Gte-xzl y sustituyendo (k&)(u) 
por Xu + v, obtenemos siguiendo los pasos dados eu el caso allterior, que 
J Q In,12e-x=1dzdt < J 6,,,(îL)t~~te-XZ’dzdt - Q 
cou Q(E) = i I@‘, [ E RN y alguna constate C, positiva independiente de m, s, TI,, 1, q, e 
gracias a las estimaciones sobre û y IOGl. P or último la hipótesis sobre k,l> ,(4.46), el 
hecho de que la 12 es uu acotado de RN y la anterior desigualdad nos llevan a encobar 
una constatlte positiva Cz talque / 
/ 
Procediendo como en el caso anterior se prueba que existe u solucih BV de (i.l), (1.2) 
y (1.3) verificando (4.48). . 
/ 
Observación 4.3 Nótese que para la unicidad de soluciones BV ah se reqUiere COIII- 
probar la hipútesis (3.3) .: 1 ‘, I- 50 >~e h medida del coujunto de puntos de disconti+dad. El 
Lema 2.6 y el Corolario 4.1, muestrau, junto cou el corolario 3.3, q”e existe !ma hita 
solución BV obtetlida mediatlte el proceso de regularización parabólica desarrollado en 
la demostración del Teorema 4.1. 
Presentamos aquí una consecuencia directa de un resultado debido a Benilan y 
Gariepy [BCSSa, Teorema 1.11, de modo que bajo condiciones más regulares’de 6, nos 
permite obtener mas regularidad sobre 9. 
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Demostración. Se verifican entonces las hipótesis del Teorema 1.1 de [HGSSa]. . 
Por último, se tiene el siguiente resultado de existencia de soluciones BV par5 el 
problenm multívoco (X24), (3.25) y (3.26). 
Demostración. Se procede como en el Teorema 4.1. Se distingue entre el caso 1 < 
p < 2, y el caso 11 2 2. Se comtruyc una sucesión de problemas regularizados asociados 
al problema de pxtida (3.24), (3.25) y (:1.2(i), I c onc e cn este caso, las funciones qTt del I _ 
Teorema 4.1 son sustihidas por funciones pt8,,; funciones regularizantes del grafo 8. Se 
toman p,t suficientemente regulares para obtener la existencia de soluciones clllsicas de 
los problemas regulares. Se eligen además monótonas crecientes, lo que nos permite 
obtener las estimaciones apropiadas sobre 6, b,,,(û), g, v, k,(b,,,(û)). Nótese que la 
nmnotonía de p juega un papel esencial en la obtención de una estimación sobm /VG 
eu L-(0, T; LP(f2)) (,.+’ < i Imd( wu análoga â (4. Il)) al poder acotar por cero la integral ’ :’ c 
que aparecería en la identidad análoga a (4.13) (véase la página 107). 
Las estimaciones obtenidas sobre las soluciones ,G de SM respectivos problrnms, nos 
permiten obtener una funcóu u E L”(O,T; Whap(0)) n L”(Q) tal que b(u) E H&(Q) y 
además 11 E C([O,T], L’(R)). Para probar q ut u verifica las identidades (3.28) y (3.29) ‘> 
SC procede como en el Teorema 4.1 salvo que ahora el paso 
Observación 4.4 Para el problema multívoco, también se obtienen los resultados 
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